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AVERTISSEMENT. 



Dans rantiquité, l'arpentage a été le point de départ 
de la géométrie. Il serait encore bon aujourd'hui de 
placer la mesure des aires le plus près possible des 
premiers principes de cette science, puisque les figures 
rectangulaires expriment des relations numériques. La 
géométrie était si importante pour les anciens, et mê- 
me pour les modernes, qu'elle a donné son nom à 
la science mathématique tout entière. On lui demanda 
de bonne heure la connaissance des propriétés des 
nombres. Au 2* siècle de notre ère, Plolémée avait dé- 
montré par une construction graphique que, si l'on mul- 
tiplie la somme de deux nombres par leur différence, 
on obtient la différence de leurs carrés. Diophante, 
deux siècles après, se servit de ce théorème pour ré- 
soudre des problèmes numériques qui dépendent pour 
nous d'une équation du second degré ; c'est ce qui l'a 
fait regarder comme l'inventeur de l'algèbre. Mais 
il y a loin sans doute de sa méthode analytique aux 
formules générales des modernes. Le savoir des Grecs 
a été beaucoup dépassé au moyen âge par celui des 
Indiens et des Arabes. Leur algèbre, constamment 
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unie à la géométrie, était purement numérale ; ils 
représentaient les lignes de leurs figures par des nom- 
bres particuliers ; ils s'exposaient peut-être à perdre la 
trace du raisonnement, mais comme ils allaient du 
concret à l'abstrait, leur méthode paraissait plus facile. 
Elle a été suivie au 16® siècle par Lucas di Burgo, Car- 
dan, Tartaglia qui ont fait faire à l'algèbre, ars magna, 
des progrès rapides ; Viète opéra une importante révo- 
lution en introduisant l'usage des lettres dans cette 
science qu'il appela logistique spécieuse, et à laquelle 
Newton devait plus tard donner le nom d'arithmétique 
universelle. Enfin Descartes illustra l'union de l'algèbre 
et de la géométrie en appliquant l'analyse de Vièle à la 
théorie des courbes. 

De notre temps, l'algèbre s'est séparée progressive- 
ment de sa sœur aînée la géométrie; les auteurs des 
livres élémentaires se sont toujours efforcés de main- 
tenir dans leurs traités spéciaux la séparation des di- 
verses sciences, comme si chacune d'elles dût se dégra- 
der au contact d'une rivale. En réalité, les diverses 
branches de la science mathématique sont étroitement 
unies, et se prêtent un mutuel secours, dans l'invention 
ou dans l'exposition de la vérité. L'auteur du pro- 
gramme d'algèbre pour l'enseignement secondaire des 
jeunes filles paraît avoir eu le sentiment de cette so- 
lidarité, lorsqu'il y a introduit l'étude de la variation 
des fonctions les plus simples au moyen des courbes. 
On se propose ici de remplir ce cadre en l'élargissant. 
Il ne s'agit pas, bien entendu, d'aborder les théories 
générales de la géométrie analytique. On devra se pla- 
cer à un point de vue plus particulier. On ne fera usage 
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que des éléments de la géométrie et de Talgèbre, sans 
jamais recourir à la trigonométrie ni aux dérivées. D'im- 
portants théorèmes sur les nombres peuvent être figu- 
rés et même démontrés au moyen du dessin graphique. 
De plus, des discussions de formules, très-ardues et 
très-abstraites, présentent de véritables difficultés, puis- 
que les divers auteurs ne s'en tirent pas toujours de la 
même manière. La géométrie des courbes donne un 
sens précis à chaque question, et de la fermeté à la 
conclusion. La philosophie naturelle profitera elle-même 
de cette méthode ; en effet, toute loi physique, expri- 
mée par une équation indéterminée, peut être figurée 
par une courbe qui représente la marche d'un phéno- 
mène. 

On a voulu faire de l'algèbre au moyen de la géomé- 
trie; mais l'algèbre n'a rien perdu de ses droits; il a 
bien fallu montrer par la variété des méthodes, la sour 
plesse et la puissance de cet instrument. Des exercices 
faciles, trop faciles, peut-être, font comprendre la théo- 
rie ; des questions plus difficiles en sont ensuite l'appli- 
cation. 

Cet écrit est un complément aux mathématiques élé- 
mentaires, une introduction aux mathématiques spé- 
ciales. En le composant, l'auteur a appris plus d'une 
chose ; puisse le lecteur, en le parcourant, faire la même 
réflexion pour lui-même. L'illustre Dumas, présentant 
à l'Académie le traité de chimie de l'un de ses élèves 
dit: <( Je n'y ai rien trouvé à reprendre, et j'y ai ap- 
pris quelque chose. » Heureux l'auteur qui mérite et 
qui obtient un pareil éloge d'un tel maître. Mais il est 
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sage de solliciter les sévérités de la critique, et de dire 
avec Socrate: « Il n'y a pas de plus grand bien que 
celui de se délivrer d'une idée fausse. » 
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APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE 

A LA SCIENCE DES NOMBRES. 



CHAPITRE I. 

DÉMONSTRATION GEOMETRIQUE DE QUELQUES PROPOSITIONS 
SUR LES NOMBRES. 

1. Legendre a placé avec raison au commencement 
de ses éléments de géométrie la mesure des surfaces 
que d'anciens auteurs rejetaient dans la géométrie pra- 
tique. 

Désignons chacun des rectan- 
gles de la figure 1, par les lettres 
de deux sommets opposés ; on 
aura 

AG=zAM + BN+ DF-H MG 

A B C 

On sait que si Ton prend pour unité de surface le 
carré qui a pour côté l'unité de longueur, tout rectan- 
gle est égal au produit de sa base par sa hauteur. Sup- 
posons que la valeur numérique de AB soit «, et que 
Ton ait ainsi pour chaque ligne de la figure 



M 
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AB = a 
BC = Â 
ADzzJ 
DE = /c 

régalité primitive devient : 

(1) (a + h) {b+k)=ab+M + ak + hk 

Ce qui démontre que pour multiplier un binôme par 
un binôme, il faut multiplier chaque terme du multi- 
plicande par chaque terme du multiplicateur, en fai- 
sant la somme des produits partiels. 

Supposons maintenant que Ton ait 

AC = a, 
AE = J; 

On peut écrire : 

AM H- BG + DFirAG 

ou bien 

AM-hBG + DG — MGczAG 

Or on peut ajouter ou retrancher une même quantité 
aux deux membres de l'égalité ; on aura donc 

AM = AG — BG — DGH-MG 

et par suite 

{a — h) {b — k) :=ab — bh — ak + hk 

Ainsi pour multiplier entre eux deux binômes dont 
les seconds termes sont négatifs, on multiplie encore 
chaque terme du multiplicande par chaque terme du 
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multiplicateur ; mais dans la somme algébrique des 
produits partiels^ chacun d'eux a le signe + si ses fac- 
teurs ont le même signe, et le signe — , si ses facteurs 
ont des signes contraires. 

L'égalité Q) comprend ce dernier résultat si Ton 
suppose que h el k puissent y avoir implicitement le 
signe moins. 

2. Cette formule est très importante. 

On peut écrire successivement : . 

{a + h) {b + k) —ai = b h + ak + hk 

(a + h)(b + k)—ab _ h J^ +AxA 
ab ~ a b a b 

Si Ton suppose que les facteurs du produit a b soient 

altérés par excès, par exemple, et si l'on entend par 

erreur relative, le quotient de l'erreur absolue divisée 

par le nombre exact, comme on suppose ici les difîé- 

A k 

rences h elk très-petites, le produit — x -r- sera 

extrêmement petit, et négligeable dans la pratique; on 
voit que l'erreur relative du produit ab est égal à la 
somme des erreurs relatives de ses facteurs. 

On pourrait tirer de la même égalité la règle qui 
donne la dérivée du produit de deux fonctions, si cette 
question était plus élémentaire. Mais voici un petit pro- 
blème de calcul mental. On veut obtenir le produit ap- 
proché P' de 7,25 par 12,75. On peut écrire 

F =: 7 X 12 + 0,25 x 12 + 7 X 0,75 
- 84 -1- 3 + 5,25 = 92,25 
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Cette règle est d'une application continuelle dans le 
comralerce. Dans cet exemple l'erreur commise est 
0,25 X 0,75, ou 0,1875. 

On aperçoit déjà la fécondité de la formule démon- 
trée au n** 1. De plus elle comprend comme cas par- 
ticuliers celles qui seront établies dans les trois nu- 
méros suivants, et qu'on pourrait en tirer par le cal- 
cul ; mais il est bon de les établir directement par la 
géométrie. • 

3. Considérons le carré A B C D 
dont le côté est égal à a. Soit P C 
= BE = DF = A. Le rectangle 
A R a pour base a + A, et pour 
hauteur a—h.^\ l'on prend deux 
expressions de la figure totale, 
on aura 

AR + FP + NC = AC + BR 

Les rectangles F P et B R sont égaux. On a donc 

AR = AC— NC 

En remplaçant chaque figure rectangulaire par le 
produit de ses dimensions, on aura : 

Le rectangle construit sur la somme et la différence 
de deux droites, est égal à la différence des carrés faits 
sur ces droites ; par conséquent, la somme de deux 
nombres, multipliée par leur différence, donne un pro- 
duit égal à la différence des carrés de ces nombres. 
Ptolémée connaissait ce théorème, mais sans le traduire 
en formule. 



N M 
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Le contour du carré A C est 4 â^ ; celui du rectangle 
A R est 2 (a -f A) + 2 (a — A) ; il est donc lui-même égal 
h ka quel que soit h. La figure montre aux yeux, que 
le carré est le plus grand de tous les rectangles de 
même contour, car il surpasse chacun d'eux du carré 
N C ; or chacun de ,ces rectangles est le produit de 
deux facteurs dont la somme est constante et égale à 
2a ] le produit maxirauiïi a donc lieu lorsque les fac- 
teurs sont égaux. 

4. Supposons que dans la figure du n® 1, l'on ait 

ADzz AB = â^ 
D E = B C = A 

On voit immédiatement l'identité 

{a + hf = a» + 2 aA + A« 

Ainsi, le carré de la somme de deux nombres est égal 
au carré du premier, plus deux fois le produit du pre- 
mier multiplié par le second, plus le carré du second. 

Supposons maintenant que l'on ait 

AC = AE = âJ 
Nous avons établi l'égalité 

AM = AG — BG — DG + MG 
elle donne 

{(i — Kf = a^ — 2ak + h^ 

Le carré de la différence de deux nombres ne diffère 
du carré de la somme de ces nombres que par le signe 
du double produit. 

Cette application de la géométrie à l'arithmétique 
était connue de Théon d'Alexandrie. Legendre a soin 
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de faire remarquer que chaque proposition de géomé- 
trie revient à une formule équivalente d'àlgèbrei. 



5. Supposons que Ton ait 
dans la . figure rectangu- 
laire 

BC=zCD = EF=FG=A 
On peut écrire 



AO — AM=BN + CP + FR4-ES+N0 

Le rectangle E S augmenté du carré N 0, substitué 
au carré M N, donne le rectangle E N égal à chacun 
des précédents ayant pour dimension a et h. On a donc 

AO — AMzi4BN 
ou bien 

Le carré de la somme de deux nombres, diminué 
du carré de leur différence, est égal à 4 fois le produit 
de ces nombres. 

6. Rapprochons maintenant tous ces résultats : 

(2) la — b)^=a^--2ab-^b^ 

(3) (a+b) (a — b)^a^—y^ 

(4) {a^bf -{a — b)^ = kab 

Ces formules ont été établies directement par la 
géométrie. On sait d'ailleurs que Ton peut les démon- 
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trer au moyen de la multiplication algébrique, dont la 
règle a été donnée au n** 1. Chacune d'elles recevra plus 
loin des applications importantes. 

Les formules (3) et (4) se supposent mutuellement. 
En effet : posons 

a + b = m, a — o = n, a ou a = — ^ — , o = — ^ — • ; 

La formule (3) devient 

ou bien 4 m ^ zz (m + ?t)* — (m — rC)^ 

c'est la formule (4). 

Inversement, introduisons dans la formule (4) la 
même notation a-\-'b^=^m^a — hz=.n\ elle donne 

m^ --%^ =-(m •\- n) {m — n) 

c'est la formule (3). 

. Reprenons la formule (4), et posons a=:m'^,b = n^ 

afin que le second membre soit un carré parfait ; il 

vient 

(m^ + ^«)« = {m^ — n^f + {2 m nf 

Cette égalité exprime une règle connue des Indiens 
au 6® siècle. . 

Si l'on veut résoudre en nombres entiers l'équation 
indéterminée 

on posera 

y =z2mn 
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Il suffira de prendre pour 7/1 et n des nombres entiers 
quelconques. Par exemple 

, Si w = 2, et ^ = 1, on a 
2^ = 5, a? = 3, y = 4 

ce sont les côtés du triangle rectangle égyptien. 

Dans la grande pyramide, la demi-diagonale de la 
base est de 120", la hauteur de 160", et l'arête de 200' " 
d'après Letronne, qui n'en connaissait pas d'ailleurs la 
raison géométrique. 



•\ 
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CHAPITRE II. 



EQUATIONS DE LA LIGNE DROITE ET DES SECTIONS CONIQUES. 

7. Une équation à deux inconnus, telle que ^r y = ?w*, 
admet une infinité de solutions. En effet, si on la ré- 
sout par rapport à y, on obtient 

m* 

et si l'on donne à œ une valeur quelconque, entière ou 
fractionnaire, positive ou négative, on obtient pour y 
une valeur correspondante. Ainsi, lorsque la quantité 
œ varie d'une manière arbitraire, y varie en même 
temps suivant une loi exprimée par l'équation. Dans 
cette hypothèse, x est une variable indépendante et y 
une variable dépendante de x. 

En général, lorsqu'une quantité y dépend d'une 
autre quantité x suivant une loi exprimée ou non par 
Talgèbre, on dit.qye y est une fonction de a?, ce que 
l'on indique par le symbole y = F {x). 

Dans l'équation xy = irfl^ m étant un coefficient cons- 
tant, si la variable x représente le volume d'une masse 
de gaz à une température constante, la fonction y re- 
présente la force élastique de ce gaz qui varie en raison 
inverse de son volume suivant la loi de Mariette. Nous 
retrouverons plus loin cette célèbre fonction. 

8. La loi exprimée par une équation à deux varia- 
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blés peut être figurée par une courbe, et réciproque- 
ment une courbe ou lieu géométrique peut être repré- 
sentée par une équation indéterminée F {x, y) ^=o 
Prenons pour exemple la circonférence du cercle. 

Menons par le centre deux 
axes rectangulaires œx' eiyy'; 
puis d'un point quelconque M, 
abaissons sur Taxe o a? la per- 
pendiculaire M P ; le point M 
sera déterminé par l'abscisse 
P et par l'ordonnée M P qui 
sont les deux coordonnées du 
point M. Ces éléments sont 
analogues à la longitude et à la latitude géographiques 
imaginées par Hipparque dix-huit siècles avant l'appli- 
cation de l'algèbre à la géométrie des courbes. Dési- 
gnons l'abscisse variable par x et son ordonnée par y, 
on aura pour le cercle de rayon a, l'équation 




On en tire 



x'^ + y^ = a 



'X^ 



y=± \/a^' 

Discutons cette formule. 

Pour xi=:o, yzndia. La valeur positive de y donne 
le point B ; la valeur négative — a donne le point B' 
situé au-dessous de l'axe x' x : de même, les abscisses 
positives seront comptés suroâ?, vers la droite ; et les 
abscisses négatives le seront sur ox\ vers la gauche. • 

Si X augmente, y diminue en valeur absolue, et pour 
â? rz âj, on a y = 0, ce qui donne le point A. Si l'on fai- 
sait croUre x au-delà d^ +a, y deviendrait imaginaire. 
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Mais on peut donner à x des valeurs négatives comp'- 
tées vers la gauche de l'origine o. On peut prendre 
pour X toute valeur comprise entre o et — a ; car son 
carré restera positif, et y passera par les mêmes va- 
leurs absolues que précédemment de manière à pro- 
duire l'autre demi-circonférence B A' B'. 

9. Considérons maintenant une ligne droite A M qui . 
y passe par l'origine des 

/ coordonnées. Admettons 

/l"' que pour la déterminer 

par le point M', on ait 
^ p ST' pris une abscisse A P' 

égale à 4 parties, et une 
ordonnée P' M' égale à 5 
de ces parties. Les trian- 
! gles semblables A M P et 

A M' P' nous montrent que le rapport de toute ordon- 

5 
née M P à son abscisse A P. sera égal à -r- . On aura donc 

pour l'équation de la droite 

5 
y^-j^x. 

Elle est de la forme y = «0?, dans laquelle a repré- 
sente un nombre constant. 

Si l'on prend A Q =: A P, l'ordonnée N Q sera égale à 
l'ordonnée M P, en valeur absolue. La distance A M est 
égale à la distance AN ; les points M et N sont symé- 
triques par rapport à l'origine. 

Si l'on prend A H égale à 3, et si par le point H on 
mène une parallèle à M A, toutes ses ordonnées seront 
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égales à celles de la première augmentées d§>^3. Son 
équation sera donc 

y = — c^ + ^ 

En général l'équation d'une droite peut êlre mise 
sous la forme 3^ znax '\- h. 

Lorsqu'il s'agit de la droite A M M' qui passe par 
l'origine, le coefficient a désigne le rapport de y à a? ; 
si l'angle MAP augmente, ce rapport lui-même aug- 
mente ; le multiplicateur a est le coefficient angulaire 
de la droite. Si l'on a é? = 1 ou bien y = ^r, la droite est 
bissectrice de l'angle y kx. L'équation y=^ — x repré- 
sente la bissectrice de l'angle x ky'. 

L'équation yzz. — 'ix exige que si x est positif, y soit 
négatif ; la droite est donc située dans le même angle 
a? A y et dans l'angle y kx' qui lui est opposé par le 
sommet. 

10. L'équation la plus générale de la ligne droite est 
de la forme 

kx-\- By = C 

G 
Si l'on suppose que B soit nul, on a ^r = -j-; c'est 

l'équation d'une droite parallèle à l'axe des y ; l'abscisse 
est constante, et l'ordonnée est indéterminée. On ver- 

Q 

rait de même que pour A = o, l'équation y ^ -^ 

représente une parallèle à l'axe des x. 

Supposons que les coefficients A, B, et G soient posi- 
tifs, et cherchons les points où la droite coupe les axes. 
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Pour 
y = 0, on a a? = -T- =OA=a 

ce qui donne le point A. 

Pour 
â? = o,onay=-^ = OB=J 

ce qui donne le point B. 

Les quantités désignées par a et b sont dites les 

segments à Vorigine, c'est-à-dire les segments des axes 

déterminés par la droite A B. 

C C 

OnaA = — etB = -5-; par Substitution, Téquation 
a ' 

de la droite est [- ^ = 1. 

a 

Revenons à la première forme de l'équation générale. 

A . C 
On peut écrire y = g ^ + g- 

Le coefficient angulaire est négatif, ce qui montre 
que la parallèle menée par Torigine o, est située dans 
l'angle y o d. 

• Considérons en particulier l'équation y zz 2 â? — 1 
Pour a?=zo, y=i — lz= — oB 

Pour yzzo, a?i=-^ zzoA 

Supposons que P soit toujours 
"^ un nombre entiqr ou que les diffé- 
rentes valeurs de x soient 

1, 2, 3, n \ 

l'ordonnée M P sera un nombre im- 
pair 2^2? — 1, dont le rang est x dans la série précé- 
dente. Si l'on ne considère que les valeurs entières 
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des abscisses, les ordonnées correspondantes représen- 
teront la sijile des nombres impairs. 

11. Descartes paraît avoir eu le premier l'idée de 
représenter la ligne droite par une équation et de rap- 
porter aux mêmes axes, de coordonnées chacune des 
sections coniques, sa tangente, sa normale, et toute 
autre ligne jouant un rôle dans une même théorie. Cette 
généralisation est le caractère de la géométrie analyti- 
que, inventée parce grand géomètre. Il fit à cette occa- 
sion une autre découverte en algèbre. Avant lui, quand 
l'application d'une formule générale donnait pour l'in- 
connue une valeur négative, on la rejetait comme fausse. 
Il montra que toute racine négative répondait à la ques- 
tion pourvu qu'on portât sa valeur absolue en sens 
contraire. 
Contruisons par exemple la courbe dont l'équation est 

y = d^ ^"Ix — Z. 

Pour œ-=LO^ 
onayzz — 3 = — OAçe 
qui donne le point A. 

Pour y = — 3, 
on a a? (a? 4- 2J = 0, et par 
suite œ^=. — 2 = — OC; ce 
qui donne le point D. 
Pour que l'ordonnée y soit 
nulle, il faut que le trinôme soit lui-même égal à zéro. 
Soit l'équation â?* + 2 w — 3 =r o 
Ses racines sont a?' zz — 3, et^" = 1 
Nous écrirons avec Descartes a?" i= 1 = B et 

a/ = — 3 = — OB'. 
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Voici un moyen de montrer l'excellence de celte con- 
vention. 

La distance de deux points P et B est égale à la dif- 
férence des abscisses P et B. En sera-t-il de même 
si Ton considère deux points situés Tun à droite, et 
l'autre à gauche de l'origine ? 

OnaBB'=:OB + OB' = x' — x'. 

La règle est donc générale fet d'ûhe application con- 
tinuelle. 

12. L'ellipse est une courbe plane telle, que la somme 
des rayons vecteurs, c'est-à-dire, des distances de 
chacun de ses points à deux points fixes ajkpelés foyers 
est une quantité constante que nous représenterons 
par 2 a. 

La distance F F des foyers 
est égale aii double de l'ex- 
centricilé abâolUe F, repré- 
sentée par c, et qui se distin- 
gue de l'excentricité relative 
c 




a 



, désignée par e. 



Menons l'axe des x par les 
foyers, et l'axe des y par le 
milieu de F F'. Pour un point quelconque de la courbe 
on aura F M + F' M = 2 a. On satisfera à cette condi- 
tion en posant F' M = et + z, F M = a -- z. Les 
triangles rectangles M P F' et M P F donnent 



C) 



(a + zf ={x-{- cf + y« 
(a — ^)* =.{x — c)* + y' 
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Par soustraction et réduction, on a 

az = cx 

c X 
ou • z z=: — 
a 

Ce qui donne pour les rayons vecteurs 

a ^ a 

En substituant la valeur de z dans Téquation (*) on 
obtient 



(«+f)'=o+^y+^' 



d'où Ton tire aisément 

û2 / + («* — c^) x^ = a^ (a^—c^) • 

et si Ton pose a^ — c* = J*, l'équation de l'ellipse de- 
vient à^ y^ + b'^x^ = a^ H^ 



d'où y = dz— j/û* — x^ 



En discutant cette formule comme celle du cercle, 
on reconnaît la forme de la courbe. Comparons l'ellipse 
au cercle de rayon a qui en est un cas particulier pour 
lequel hz=,a,he rapport de l'ordonnée M P de l'ellipse 
à l'ordonnée N P de ce cercle, pour la même abscisse, 

est constant, et égal à — , ce qui permet de trou- 
ver différents points de la courbe. Lorsqu'on veut éta- 
blir cet important théorème par la géométrie des an- 
ciens, on est obligé de passer par une longue suite de 
propositions, ce qui rend la démonstration beaucoup 
plus difficile. 
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13. La parabole est une courbe plane telle que cha- 
cun de sespointsest également éloigné d'un point fixe ap- 
pelé foyer, et d'une droite appelée directrice. 

Soient B Q la directrice et F le 
foyer. Le milieu A de leur dis- 
tance p est sur la courbe. Pre- 
nons ce point pour origine des 
coordonnées rectangulaires et AF 
pour la direction de Taxe des 
abscisses.' On aura 



fi 




1^ 

M 


y^ 


y 


^ 




T 


BA 


i f 


> N 



M 



Q=|+x,MF = l/y.+(a'— f)' 



Si on égale les carrés de ces deux valeurs, on obtient 

résultat déjà connu par la géométrie élémentaire. 

Telle est l'équation de la parabole rapportée à son 
axe AX et à son sommet A. On en tire 



y = dz j/2 p a? 

Le double signe montre que la courbe est symétri- 
que par rapport à l'axe A X. L'abscisse n'admet pas de 
valeurs négatives, mais peut croître de zéro à l'infini 
positif, et y varie de zéro à db l'infini de sorte que la 
courbe est illimitée- 

L'équation y"^ zz 2p x contient toutes les propriétés 
de la parabole ; on pourrait aisément les en déduire 
au moyen de l'algèbre. 

14. L'hyperbole est une courbe telle que la différence 
des distances de chacun de ses points à deux points 
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fixes appelés foyers est constante. Représentons par 2 c 
la distance des foyers supposée plus grande que 2 a, dif- 
férence des rayons vecteurs, et posons (?* — a^ = i*. Si 
nous employons la méthode appliquée à l'ellipse, les 
rayons vecteurs seront z + a, eiz — a, et Téquation de 
l'hyperbole 

^2 yi — b^an^ zz — a^ 52 

ne différera de la précédente que par le signe de h^. 

Mais il faut remarquer avec Descartes qu'une même 
courbe peut être représentée par des équations diffé- 
rentes suivant le choix des axes des coordonnées (n*" 66). 

Plaçons les foyers 
F et F' sur la bissec- 
trice de l'angley oa?. 
SoitODzi:DF = «. 
Par hypothèse 

M F' = ;2; + flj, 

M Y =^z — a 

de sorte que la dif- 
férence des rayons 
vecteurs est bien 
égale à une cons- 
tante la. L'hypo- 
thèse D z= D F =: « caractérise une hyperbole parti- 
culière, l'hyperbole équilatère dont nous allons trouver 
l'équation. Les triangles rectangles F' E' M, et F E M 
donnent 

(y + «)* + (« + ^)* - (^ + «)« 
(y — «)* + (« — ^)^ = (^ — «)2 
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et par suite xz:iy= ,^ ; a/ = + OB, y'zzBA 



Si l'on retranche ces égalités membre à membre, on 
obtient 

x + y = z 

En mettant cette valeur de z dans la première équa- 
tion, on a enfin 

Nous avons déjà cité cette équation (n® 7). 
Soit x = y,ce qui donne â?^ = y^ = -q- 

a?'' = — OB',/ = -BA' 
On a A2 ir -Ç + ^ = «2 ou bien A = a. 

Les points A et Aï sont les sommets de la courbe. 

a 
Si à partir de œ = "7^= B, on fait croîtrez? pro- 
gressivement, la distance y d'un point M de la courbe 
à Taxe des x va en diminuant ; si on donne à x une 
valeur immense, celle de y sera extrêmement petite, 
et différera de zéro d'aussi peu qu'on voudra ; mais, 
si grande que soit celle de Xj la distance y ne sera 
jamais nulle ; la courbe se rapproche donc de plus en 
plus de la droite, sans jamais la rencontrer ; on dit que 
cette droite est une asymptote à la courbe. Lorsque 
pour une valeur de x extrêmement grande, mais finie 
et déterminée, la distance y est devenue extrêmement 
petite, si on augmente encore progressivement la va- 
leur de x^ celle de y ne varie plus d'une manière ap- 
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préciable, tant elle est voisine de sa limite zéro ; la 
forme de la courbe se modifie très peu, car cette courbe 
est devenue à peu près rectiligue comme son asymp- 
tote. Si Ton suppose enfin que la distance x croisse au- 
delà de toute limite, on dit que pourâ?= oc, y = o. 
Si toujours à partir de â? = B, on fait décroître la 
valeur de x^ celle de^ augmente ; supposons que x ait 
une valeur h extrêmement voisine de zéro, y aura une 

très grande valeur N ; si ensuite on pose x = jrr^ , par 

exemple, on aura y = N x 100. Gomme le pied de 
l'ordonnée est extrêmement voisin de Torigine, la grande 
variation de y ne modifiera plus sensiblement la forme 
de la courbe, qui s'avance dans la direction de la droite 
y. Si Ton fait â? = o, la valeur de y surpasse toute 
quantité si grande qu'elle soit ; on exprime ce résul- 
tat par le -symbole y zz cdc. 

Si dans l'équation y r= 5 — , ou pose successivement 

iu X 

a? =: -h A, et 0? rr — A, A désignant une quantité infi- 
niment petite, on a y = + N, ou y = — N. Lorsque 
X change de signe en passant par zéro, y passe d'une 
valeur positive N à une valeur négative — N dont la dif- 
férence ^ N est infiniment grande ; on dit que pour 
â? = 0, y = ± «=. Lorsque x varie de 2 A, y varie 
brusquement de 2 N ; la fonction, dans le voisinage de 
a? = 0, cesse d'être continue. 

15 L'infini ne doit pas toujours être affecté du dou- 
ble signe. 
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En effet, soit la fonction 
y = -f. Elle est essentiel- 
lement positive. 

Pour a? = ± 1, y = 1 ce 
qui donne les points A et A'. 
Poura? = ±oc,y = o; Taxe 
odx est une asymptote. 
Pour û? = ±: a, a étant infiniment petit, y a une va- 
leur positive immense, et pour a? =: o, y = -|- œ ; la 
seconde asymptote est Taxe des ordonnées positives pour 
les deux branches de la courbe. 

16. Lorsqu'une équation à deux variables est du se- 
cond degré, elle représente une ellipse, ou un cercle, 
qui en est un cas particulier, ou une parabole, ou une 
hyperbole. Si la courbe est fermée, c'est une ellipse ou 
un cercle. Lorsqu'elle présente une seule branche ou- 
verte et infinie, c'est une parabole. Enfin si la courbe 
se dédouble en deux branches qui s'étendent à l'infini, 
c'est une hyperbole. 

Ces courbes sont identiques avec les sections coni- 
ques imaginées par Platon, On coupait alors la surface 
du cône par un plan perpendiculaire à l'arête, ce qui 
nécessitait l'emploi de trois sortes de cônes : le cône 
acutangle donnait l'ellipse ; le cône rectangle donnait 
la parabole ; enfin le cône obtusangle produisait l'hy- 
perbole. 

Apollonius obtint les diverses courbes sur un cône 
unique, en menant le plan par un même point de l'arête, 
mais en faisant varier l'inclinaison. On peut s'en ren-> 
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dre compte de la manière suivante. 
Soiizoz'Vaxe d'un double cône droit; 
menons par cet axe un plan qui 
coupe la surface suivant les généra 
trices M N, et P Q. Par le point A, 
menons un plan perpendiculaire à 
zz' ; la section déterminée par ce 
plan sur la surface conique sera un 
cercle. Si l'on fait, suivant* la mé- 
thode d'Âpotlonius, tourner le plan 
sécant autour du point Â, de ma- 
nière à ce que le point A' arrive par exemple en A", le 
diamètre A A' s^allongera, et la section sera une ellipse. 
Si le plan est parallèle à la génératrice P Q, la section 
est une parabole. Si le plan sécant rencontre cette gé- 
nératrice sur l'autre nappe du cône en un certain 
point Ai^ la courbe est une hyperbole dont les branches 
sont situées sur les deux nappes du double cône. . 

C'est à l'occasion de ses recherches sur les coniques 
qu'Apollonius jeta les premiers fondemenls de la théorie 
des points harmoniques, des polaires réciproques et 
des transversales. Au dix-septième siècle, Desargues, 
Pascal et Lahire ont été les plus célèbres continuateurs 
des méthodes de ce grand géomètre. 

Platon avait inventé les lieux géométriques < sur le 
solide », sur le cône. La géométrie de Descartes donna 
naissance aux coniques sur un plan, au moyen des 
équations du second degré à deux variables. Wallis le 
premier, dans un traité analytique de ces courbes, dis- 
cuta l'équation générale 
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qui représente une ellipse lorsque la quantité B* — 4 AC 
est négative, une hyperbole, lorsque cette quantité est 
positive, et une parabole, lorsqu'elle est égale à zéro. 

Euler devait plus tard obtenir par la même méthode 
cinq espèces de surfaces dans l'équation générale du 
second degré à trois variables. 

Les géomètres de l'Ecole d'Alexandrie, qui étudiaient 
les coniques par curiosité, étaient loin de pressentir les 
brillantes applications qu'on en ferait plus tard au mou- 
vement des corps. Au commencement du dix-septième 
siècle, Kepler reconnut que l'ellipse était l'orbite dé- 
crite par chaque planète autour du soleil, et Galilée fît 
voir que la trajectoire d'un projectile dans le vide se- 
rait une parabole. Uescartes le premier représenta ces 
courbes par des équations à deux variables dont les ac- 
croissements étaient conçus comme moindres que toute 
quantité donnée. La considération des rapports de ces 
accroissements infiniment petits devait bientôt con- 
duire Leibnitz et Newton à l'invention du calcul diffé- 
rentiel. Enfin Newton, en partant des lois de Kepler 
qui régissent le mouvement des planètes, démontra que 
la force centrale à laquelle elles sont soumises est en 
raison directe des masses, et en raison inverse du carré 
des distances. Les géomètres se sont beaucoup occu- 
pés de ce théorème. L'auteur du présent travail en a 
lui-même donné une démonstration analytique très di- 
recte (comptes-rendus de l'Académie des Sciences, 3 
août 1868). 
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CONSTRUCTION DE QUELQUES PARABOLES. 

47. Il convient d'étudier maintenant quelques para- 
boles dont les équations sont très simples par suite de 
la position de chaque courbe relativement aux axes des 
coordonnées. On y trouvera des applications particu- 
lières des propriétés du trinôme du second degré, et 
quelques exemples de maximum ou de minimum, qui 
rendront plus facile Tétude des théories générales. 
Soit 2/ = û?2 . Pour X = 0, y = ; la courbe passe 
par l'origine des coordonnées. Pour 
a?=±l, i/r^-l-lf ce qui donne deux 
points symétriques B et B'. Pour 
û? = dz 2, t/ = 4 ce qui donne deux 
nouveaux points symétriques C et C; 
on en trouvera autant qu'on voudra 
à droite et à gauche de l'axe oy.Six 
prend des valeurs très grandes po- 
sitives OU négatives, y, toujours positif, deviendra lui- 
même très grand; pour a? = ± <=>^9 y = + oc. La 
courbe illimitée, n'ayant qu'une seule branche, est une 
parabole rapportée à son axe et à son sommet, comme 
celle du n^ 13, étudiée dans le cours élémentaire. 
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La courbe est convexe vers le bas ; la plus petite va- 
leur de la fonction y est zéro ; le sommet présente un 
minimum. 

La fonction y=zaûfl exprime une parabole placée de 
la même manière que la précédente relativement aux 
axes rectangulaires. Il est bon de remarquer que si le 
coefficient a est très petit, pour des valeurs finies de x^ 
l'ordonnée sera très petite ; si a tend vers zéro, la pa- 
rabole, en se rectifiant, se rapprochera de plus en plus 
de Taxe û/ a?. 
18. Soit y= — x^. Pourfl?=o, on a encore t/=o; 
la courbe passe par l'origine 0. Pour toute 
valeur de x, positive ou négative, y sera 
toujours négatif. 

De toutes les ordonnées négatives, la 
plus grande est celle qui est nulle ; au 
sommet la courbe arrive à un maximum ; 
elle est convexe vers le haut et présente un véritable 
sommet. Dans la parabole précédente le sommet était 

19. La fonction t/ == a?* + 1 représente 
une parabole rapportée à son axe, mais non 
à son sommet. Pour â? = o, yizl =oA ; 
si œ augmente en valeur absolue, y aug- 
mente dans le sens positif; poura? = i oc 
t/ r= 4- oc. Là fonction a sa valeur mini- 
mum au sommet Â où la courbe est convexe vers le 
bas. 

20. Considérons la fonction yzzofi — 1. 
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Pour x = o, y= — 1=— oA; la 
courbe coupe Taxe des y au point Â. 

Si a? = db 1| y = Oj ce qui donne 
les points B et B' où la courbe coupe 
Taxe desfl?; pour a? = dt^, i/== + oc 
la courbe est convexe vers le bas. 

Le sommet Â présente le minimum 
de Tordonnée ou de la foncllon, puis- 
que A est en valeur absolue la plus 
grande ordonnée négative. Lorsqu'on égale la fonction 
à zéro, en posant a?* — 1 = o, les racines sont a/ = — 1, 
rp^ r= 1 ; elles sont égales aux abscisses des points B' et 
B où la courbe coupe Taxe des x. Pour toute valeur de 
œ comprise entre + 1 et — 1 , c'est-à-dire entre les ra- 
cines, la fonction est négative, ou de signe contraire à 
celui du terme du 2* degré ; tandis que pour toute va- 
leur de X prise en dehors des racines, la fonction est 
positive, ou de même signe que ce terme + x'^. Ce fait 
sera généralisé par la théorie. 

21. Soit maintenant la fonction 2/ = 1 — x'^ qui est la 
précédente changée de signe. 

Pour a? = 0, y = 1, ce qui donne le 
sommet A où la courbe traverse Taxe 
des y. Si x augmente en valeur abso- 
lue, y diminue. Pour x = ±i,y=o ; 
ce qui donne les points B et B' où la 
courbe coupe Taxe des a? ; d'ailleurs ces 
points sont également éloignés du pied 
de l'ordonnée du sommet. Remarquons encore que les 
racines (a/ = — 1, a?^ = + 1) de l'équation 1 — a?* = o, 
sont les abscisses de ces points B' et B. Pour toute 
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valeur de x comprise entre — 1 et + 1> la fonction est 
positive ou de signe contraire à celui de son terme du 
2* degré ; tandis que pour toute autre valeur prise en 
dehors des racines, la fonction est négative comme ce 
même terme. 

Dans le cas de la fonction y :=. d^ + \ les racines de 
réquation ûj^ + 1 = o sont imaginaires ; voilà pour- 
quoi la courbe ne coupe pas Taxe des abscisses ; la fonc- 
tion ne peut changer de signe ; elle a toujours le signe 
du terme a?^ 

Dans le cas des fonctions j/ = a?^, ou j/ = — a?*, l'équa- 
tion â;^ = a ses deux racines égales à zéro. En effet, 
siTon avait yzz.x'^ — A*, l'équation x^ — h^ = o, aurait 
pour racines a/ = — A, a?" = + A ; et en supposant h 
infmiment petit, les points B et B' où la courbe tra- 
verse l'axe désosseraient infiniment voisins de Torigine. 
Si l'on fait A = o, chacune des racines est nulle, et l'axe 
des â?, qui était une sécante à la courbe, devient tan- 
gente au sommet de la nouvelle courbe. 

Dans le cas des racines égales, la fonction a toujours 
le même signe que son terme du second degré. On 
insistera plus loin sur le théorème général. 

Dans chacun des exemples qui précèdent, on voit 
aisément quelle est la valeur de x qui donne à la fonc- 
tion sa plus grande ou sa plus petite valeur. Mais 
le problème du maximum ou du minimum n'est pas 
toujours aussi simple ; pour le résoudre dans la plupart 
. des cas, il faut des définitions plus précises, de nou- 
veaux principes, de nouvelles méthodes. 
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CHAPITRE IV. 



MAXIMUM ET MINIMUM. APPLICATION A LA CONSTRUCTION 
DES COURBES. 

22. Si Ton chauffe de Teau prise à la température 
de 0^, son volume diminue progressivement à mesure 
que la température marche vers 4* ; dès qu'elle a at- 
teint cette valeur, le volume augmente, et à la tempé- 
rature de 8^, il est sensiblement le même qu'à O"". La 
variable indépendante est la température ; la fonction 
est le volume ; lorsque la température passe par 4^, le 
volume d'une même masse d'eau atteint sa valeur mi- 
nimum ; au contraire sa densité atteint sa valeur 
maximum. 

En général, une fonction admet une valeur maxi- 
mum 6 pour â? = a, lorsque pour a? = a ± A, si petit 
que soit A, les valeurs de la fonction sont moindres 
que 6. 

De même, une fonction admet une valeur minimum 
b pour x:=z a^ lorsque pour a? = a ± A les valeurs de 
la fonction sont plus grandes que 6. 

Telle est la définition du véritable maximum ou mi- 
nimum de la nature. 

« Lorsqu'on cherche à rendre une grandeur égale à 
une quantité, a dit M. Bertrand, le problème n'est sou- 
vent possible que sous certaines conditions. Dans la 
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plupart des cas, il faut que la quantité donnée soit 
comprise entre certaines limites qui indiquent la plus 
grande et la plus petite valeur que Ton puisse attribuer 
à ia grandeur considérée, c'est-à-dire le maximun et le 
minimum de cette grandeur ». 

On voit que M. Joseph Bertrand n*a pas suivi la défi- 
nition généralement admise. Il s'est placé à un point de 
vue plus général. Lorsqu'on emploie la méthode du 
radical carré, si la fonction passe réellement par Tune 
de» limites dont on vient de parler, on a un véritable 
maximum ou minimum ; mais souvent la fonction tend 
vers Tune de ces limites sans Tatteindre ; celte limite 
donne une asymptote. Celle remarque sera expliquée 
plus loin au moyen de plusieurs exemples. 

D'un autre côté, lorsque l'inconnue est a?^, il ne suffit 
pas que le radical soit réel, il faut encore que l'expres- 
sion de cfi soit positive, ce qui fournit une nouvelle 
limite pour la quantité considérée (n"" 86) ; et cette 
limite aura encore un caractère différent du véritable 
maximum ou minimum. 

23. Théorème I. 

Si la somme de deux facteurs est constante, leur pro- 
duit est maximum lorsque les facteurs sont égaux, ou 
plutôt, lorsque leur différence est minimum. 

L'identité (« + *)^ — (« — &)* = 4 a ô 

nous donne ao = l — | — j — f — 5 — j 

Si a + b est la somme constante des facteurs a et 6, 
le produit a b sera d'autant plus grand que le terme 
retranché sera plus petit ; si on le rend nul en posant 
a — J = 0, le produit aura pour valeur maximum à^. 
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On peut encore dire : soient a + z et a — 2^ deux fac- 
teurs dont la somme constante est 2 a ; leur produit 
a^ — ^j^sera maximum si z est égal à zéro, ou si les fac- 
teurs sont égaux. Ces deux manières de raisonner ne 
diffèrent pas en réalité, car on a démontré que les deux 
formules employées sont identiques. (N^* 6.) 

Soit la fonction y = œ{a — a?) ; elle est le produit 
de deux facteurs variables dont la somme est égale à 
la constantes. Construisons la parabole. 

Pour X — 0, y = 0. Ldi 
courbepasse par l'origine. Pour 
â? == a = A, y = 0, ce qui 
donne le point A où elle coupe 
de nouveau l'axe des x. Pour 
/p = — ,!/=— -=:CB; la valeur maximum est 

égale à l'ordonnée du sommet. 

24. 2® Démonstration. Méthode du carré complet. 
On a successivement 

y^ax — x'' = — (x^ — ax) = — (x^—2^X']-^—^^ 

= -(^— 2") +T 

a* 
La fonction y aura sa valeur maximum 7-si le terme 

a, 
retranché est nul, ou si l'on pose û? =^. 

25. 3* Démonstration. Méthode du radical carré. 
Suivant l'usage, posons x{a — x) = m et résolvons 

cette équation par rapport à x. 



On obtient: aî=^±:l/£!_ 



m 
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Pour que la valeur de x soit réelle, il faut que la 
quantité soumise au radical carré soit positive, ou que 
Ton ait 

^ ^* 

Si m atteint cette limite, le radical est nul, et Ton a 

a . 

26. 4* Méthode. Représentons par le diamètre A A' 
la somme constante des deux fac- 
teurs A' P et A P. On sait que la 
demi-corde M P perpendiculaire au 
diamètre est moyenne proportion- 
nelle entre A' P et A P. On a donc 
A' P X A P = M P*. Le produit 

aura son maximum lorsque M P sera égal au rayon 
B, ou lorsque le point P sera au centre ; alors les 
facteurs seront égaux. 

27. 5® Démonstration. Méthode de Fermât. Kepler a 
reconnu le premier que dans le voisinage d'un maxi- 
mum ou d'un minimum, toute fonction continue varie 
par degrés insensibles. Fermât a tiré de cette remar- 
que une règle pour le maximum ou le minimum. Soit 
y ^ f (X) la fonction qu'il s'agit de rendre maximum 
ou minimum. On écrit /* (a?) = /* (a? + A), en désignant 
par h une quantité susceptible d'être aussi voisine de 
zéro qu'on voudra. Mais dans celte égalité il ne faut 
pas, avec Fermât, regarder x comme représentant la 
valeur A qui doit donner à la fonction sa valeur li- 
mite, sous peine d'égaler des choses inégales. C'est 
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Huygens qui le premier a exposé celte méthode d*«ne 
manière rigooreuBe. 

Menons une corde M M' 
parallèle à Taxe o x. Soient 
P = a? et P F = A ; on 
aura M P = M' P' et par 
suite /(a?) ^ f{x + h) 

Cette équation ferait con- 
naître X pour une valeur 
donnée de h. 

Si Ton fait tendre h vers zéro, la corde M M' diminue 
vers celle limite, les ordonnées M P et M' P', toujours 
égales, tendent vers l'ordonnée maximum A D qui cor- 
respond à CCI = A. On obtiendra cette valeurde x en 
faisant h == o dans l'égalité /*(a?) = f{x + h). Mais pour 
éviter de retomber sur une identité inutile, il faut d'a- 
bord opérer les réductions et les simplifications que 
comporte l'équation particulière. 
Pour résoudre le problème actuel, posons 

x{a — x) == {x + h) {a — x—h) 
Ce qui donne 

=: A (a — a?) — h{x + h) 
En supprimant le facteur A, on oblient 

a — â? = a; 4- *• 
Si l'on passe à la limite, pour h=^ o, on a co = -^ 
Cette abscisse donne bien un maximum ; car on a 

i><T>(T+*)(l-*) 
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Ou biea -r- "^ X ~ ^'* 

Pour trouver la valeur de x qui tiendrait la fonction 
/ {x) minimum, il faudrait faire le môme raisonnement 
et le même calcul ; lordquô Ton a trouvé par la mé- 
thode de Fermât une valeur de cD égale à A, il faut 
ensuite vérifier si elle correspond soit à un maximum, 
soit à un minimum, en étudiant la variation de la fonc- 
tion dans le voisinage de la valeur obtenue, comme on 
vient de le faire dans le cas précédent. 

28. Théorème II. Si le produit de deux facteurs est 
constant, leur somme est minimum lorsque les fac- 
teurs sont égaux. 

1'^ Démonstration. Reprenons Tidentité 

Soit ûùb le produit constant ; le second membre sera 
minimum si le second terme {a — Vf qui est positif, est 
lui-même minimum, ou nul, si c'est possible. 

Si Ton fait b =ay le second membre a pour valeur 

minimum 4 a* ; la somme a -[- fca donc pour limite 2 a^ 

lorsque ses parties sont égales. 

a* 
Soit 2/ = a? H . Celte fonction est la somme de 

deux quantités dont le produit est égal à la constante 
a*. Prenons ^ pour Ainité dans la construction de l'hy- 

1 

perbole. Son équation est alors y = x-l — ==MP. 
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\ ^J' Considérons la droite N dont l'é- 

S. 



quation est z=^ x. 

Cette droite est bissectrice de Tan- 
gle droit yox. 

On a 

' X X 



Pour a5 = ±:oc,MN = o. On voit que la distance 
M N va en diminuant à mesure que x augmente ; si 
Ton veut que cette différence soit plus petite qu'une 
fraction a aussi voisine de zéro qu'on voudra, il suffit 

11 

de poser - <a, ou a? > — . On peut donc prendre x 

assez grand pour satisfaire à cette inégalité. Ainsi M N 
n'a d'autre limite que zéro. Et comme cette limite ne 
peut être atteinte par aucune valeur finie de x^ on dit 
que la droite est une asymptote à la courbe. L'autre 
asymptote est o j/, car pour ce = o, 2/ = zt oc. 

Egalons les deux parties de la somme. On obtient 
successivement : 

1 

X = — 

X 

d'où a? = d=l 

iP' = - 1 = — AS a?" = 1 = A. 

Le point A est le pied de Tordonnée minimum, égale 
à 2, et le point A' celui de l'ordonnée maximum, égale 
à— 2. 

Les points B et B' diffèrent des sommets de Thyper- 
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bo)e dont Torientalion est irréguliëre par rapporta x 
etOy. 
29. 2® Démonstration. Méthode du radical carré. 

Posons x-\- — = w 

' X 

Résolvons Téqualion par rapport à a?, comme si m 
était une quantité connue : 



Pour que x soit réel, on doit avoir : 

(!-+») (f-»)>« 

Les deux binômes devront être de même signe. Pre- 
nons-les d'abord positifs : 

m , 

m ^ 

^-a>o 

D'où.|->— a 
m ^ 

Si Ton d^ m > 2 a, on satisfait aux deux inégalités, 
la quantité 2 a est le minimum, ce qui suppose x = 

-^ = a = A. Les facteurs du produit constant sont 

alors égaux. 
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Supposons que les deux biDÔmes soient ensemble 
négatifs; on aura: 

m , 



d^où 



m 



m < — 2a 
m < 2a 




Si Ton pose m < — 2^, la seconde inégalité sera sa- 
tisfaite, la valeur — 2a sera le maximum, qui aura lieu 
pour a? = — a = — o. A'. 

30. 3* Démonstration . 

Soit la droite M P = a = M' P. On 
peut faire passer par les points M et 
M' une infinité de circonférences. 
Considérons Tune d'elles dont le 
centre est o, et dont le rayon o A est 
d'ailleurs aussi grand qu'on voudra. 
Par le point P, on peut mener une infinité de cordes 
dont le produit est constant et égal à a* ; M M'est la plus 
petite de toutes ces cordes ; c'est celle dont les parties 
sont égales : la plus petite somme des facteurs dont le 
produit est constant est celle dont les parties sont égales, 
ce qu'il fallait démontrer. 

On pourrait croire que la somme des facteurs e.st 
limitée par un maximum A A' ; mais le diamètre du 
cercle peut être supposé aussi grand qu'on voudra pour 
la même valeur a ; il n'y a donc pas de maximum. 

31. 4® Démontration. Méthode de Fermât. 
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Posons 

On aura successivement 



à^ — œ {œ + h) 
A la limite, pour h = o/il vient 
a?* = a', d'où 0? = ±1 a 
Il reste à distinguer le minimum. Or dans la somme 
y = X -\ , si on ne considère que des valeurs posi- 
tives, pour â? = 0, 2/ = «=, et pour x = oc, y = oc ; la 
somme peut donc croître sans limite maximum ; donc 

pour û? = â5, on a un minimum qui est j/i = a -] = 2 a. 

Ob 

Au reste on peut vérifier le minimum de la manière 
suivante : * 

On doit avoir 



a^ 






Ou bien 

ûfÂ + A* + a* > a^ + ah 
h^>o 

Or, quel que soit le signe de A, la dernière inégalité 
sera satisfaite. Donc le minimum a lieu pour x = a. 
Lorsque Ton considère les valeurs négatives de x^ les 



Digitized by VjOOQIC 



— 42 — 

parties de y étant négatives, la plus grande somme est 
celle dont la valeur absolue est la plus petite : on a alors 
un maximum. 

32. Théorème III. 

Si la somme de plusieurs facteurs est constante, leur 
produit est maximum, lorsque ces facteurs sont égaux. 

Soita? +2/+2; + ^ = C. 

C désignant une somme constante. 

Admettons que des valeurs particulières des parties 
donnent lieu à un produit maximum 

sans que X\ et y\ soient des facteurs égaux. On peut 
écrire : 

Substituons 5 xi y\ le produit des moyennes arith- 
métiques, ce qui ne change pas leur somme. On aura 
d'après le théorème I : 

(£! + »,) (ïl+B)„,,>„^„,,. 

Ce dernier produit n'était donc par le niaximum. 

Il faut donc que tous les facteurs soient égaux. Nous 
verrons plus loin qu'on ne peut pas toujours réaliser 
celle condition. 

33. Théorème IV. Si plusieurs quantités ont une 
gomme constante, le produit des puissances entières de 
ces quantités est maximum lorsque ces quantités sont 
proportionnelles à leurs exposants. 
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Considérons, par exemple, un cas particulier qui 
suffira dans la pratique. 
Soit x-^y-{-z^€. 

Il s'agit de rendre maximum le produit a^ j/* z. 
On peut écrire 

I I* X i X , co , y , y , n^ ^ 
^ + î/ + ^ = -3 + 3 + 3- + f + f+y = C. 

Le produit de ces six facteurs, (-Ô-) (-|-) ^ sera 

maximum si Ton ^ "ô* = "1 = -7-,c'est-à-dire,silous 
les facteurs sont égaux. 

Or on a (-^j \\) ^^ <^n a * '® dénominateur 

étant constant, si ce produit atteint alors son maximum, 
il en sera de même du produit V j/';:, ce qu'il fallait 
démontrer. 

34. On sait, depuis Héron d'Alexandrie, que la sur- 
face d'un triangle dont on connaît les trois côtés a, J, c^ 
et par suite le périmètre 2 j», est donné par une règle 
que les auteurs modernes ont exprimée par la formule 



^:rz\^p{p — a){j>—b){p — c). 

Considérons une suite de triangles de même périmè- 
tre 2p, et de côtés quelconques. 

La somme des trois facteurs variables du produit 
soumis au radical est 

Cette somme est constante ; pour que le produit sbit 
nûaximuQi, il faut poser 
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p — a=p — J = /? — Cj 
ou bien a = 6 = c ; 

la surface maximum est celle du triangle équilatéral. 

35. Pour construire une courbe représentée par une 
équation y = f (^), voici la marche à suivre : 

1® On cherche les points où la courbe coupe les axes 
des coordonnées. 

2* On cherche ensuite le maximum ou le minimum 
de la fonction. 

3® On construit les asymptotes s'il y a lieu. 

4® On y ajoute la détermination de quelques points 
particuliers afin de connaître avec plus de précision la 
forme générale de la courbe. 

Soit par exemple la fonction : 

X — 6 



y = 



y I 

^ — * — ^sL-r^^^ 



•4* 

Pour a; = 0, 

La courbe passe par le 
point 6. L'ordonnée y 
sera nulle pour 
xz=6=0A; la courbe 
passe par le point A. 
Soit x = k±hy\a quan- 
tité Â étant aussi voisine 



— 2zth 



Le nu- 



de zéro qu'on voudra. On aura y = 

mérateur est négatif; le dénominateur a le signe de A; 
la fraction est donc positive ou négative lorsque h tend 
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vers zéro ; elle est d'ailleurs très grande en valeur ab- 
solue. Si Ton .fait h in o, y devient infini ; on doit lui 
donner le double signe d'après ses valeurs antérieures. 
On dit donc que pour A = o, y z=± ce. La droite C D 
est une asymptote. Pour obtenir la seconde, on divise 
X — 6 par X — 4 , ce qui donne 

X— 6 X— 4— 2 , 2 

X- 



^"" -—4 X — 4 ~ X — k' 



2 
La fonction ;;; j est nulle pour x z=. ± àç\ donc 

l'équation Z = 1 représente l'autre asymptote qui est 
la droite E F parallèle à l'axe des x. 

L'hyperbole aura une branche dans l'angle F G D, car 
elle passe au point A ; sa seconde branche sera dans 
l'angle C G E, car elle passe au point B. Il n'y a pas de 
maximum ou de minimum, par suite de la position de 
la courbe par rapport aux axes rectangulaires qui sont 
parallèles aux asymptotes. 

Cherchons sur la courbe un point M supposé à égale 
distance des deux asymptotes ; sa distance à E Festj/ — 1 , 
et sa distance à C D est 4 — ce ; on aura donc 

y — 1=4^ — X. 

ou î/ = S — X. 

C'est l'équation de la bissectrice de l'angle des asymp- 
totes. Le point M étant sur la courbe, on a 

M ^ — 6 

5 — X = r 

X — 4 

d'où l'on tire: x = k± [/~2 = 4 ih 1,414. . . 

x' = 2,586 = P, 2/ = 5 — 2,586 == 2,414 = P M. 
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x" = 5,414 = Q, / = — 0,414 = — N Q. 

Les points M et N sont les sommets de Thyperbole. 

x^ 1 

36. La fonction y = ^^_ , est du troisième degré, 

car si on chasse le dénominateur, le premier membre 
a un terme y x* du 3* degré. Construisons la courbe. 

Pour 05 = 0, on a 
3/= -1 = - OB, 
j la courbe traverse l'axe 
des y au point B; y est 
nul pour a; = ±: 1 ; ce 
qui donne 

ce' = — 1 = — AS 
et ce" = 1 = A''. La 
courbe coupe Taxe des 
X aux points A' et A''. En divisant le numérateur par le 
dénominateur, qui sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x, on met la fonction sous la 
forme 

L'équation z=^l est celle d'une asymptote, car la dif- 

2 
férence z — t/, égale à , ^^ . , devient nulle pour 

ce = ± OC. Lorsque ce est suffisamment grand, cette 
différence est très petite, et ne varie presque plus, de 
sorte que la courbe s'avance parallèlement à l'asymp- 
tote G D. 

II y a au point B, un véritable minimum pour x= o. 

2 
Car pour a? = ± A, le terme , , diminue, et com- 



c 


y 


'"■■^-^ 
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me il est affecté du signe — , la valeur de y augmente. 
La courbe est convexe vers le bas. 

Employons la méthode du radical carré, 
/jp» \ 

L'équation ^ ji ^ = ^ donne 



X 



K 1 — 



La fraction soumise au radical sera positive si ses 
termes sont positifs : Soit 

\ + m> 
1 — w > 
D'où m > — 1 
m <\ 

Ainsi m sera compris entre — 1 qui est un minimum 
pour a? = 0, et4- l,qui est un maximumpourx=±oc. 
Mais on n'a pas un vrai maximum ; la limite +1 vers 
laquelle tend l'ordonnée sans y atteindre, indique 
l'asymptote CD. 

Comme le dénominateur de y est toujours positif, 
l'ordonnée a toujours le signe du numérateur ; en Té- 
galant à zéro, on a une équalion ce* — 1=0, dont les 
racines sont a?' = — 1, x'' = + ^ 5 pour toule valeur 
de X, comprise entre les racines, la fonction est néga- 
tive, contrairement à son terme a?* ; pour toute valeur 
prise en dehors, la fonction a le signe + de son terme 
du second degré. La courbe étant du 3® degré ne peut 
pas être coupée par aucune droite &a plus de trois 
points. A défaut de la théorie, on peut voir, par le 
dessin graphique, que la droite, suivant la position 
qu'on lui donnera, ne rencontrera pas la courbe, ou 
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bien qu'elle ta rencontrera en un point, en deux, ou 

même en trois points. 

x*4- 1 
37. L'équalion y = ,_ est encore du troisième 

degré. Le numérateurétant toujours positif quel que soit 
le signe de a*, la courbe ne coupe pas l'axe des x. Pour 

jr=o, onaî/= — 1 = — OA. 
Poura? = zhl, 2/= ihoc, 
ce qui donne les deux 
asymptotes B C et D E. 
On peut écrire 

x2 4-1— 2 + 2 

y- x^ — \ 



J 




y 


^ 


f 






a 


n 
1 


r 


ô 

A 


M œ 



X^ 



1 +2_ 



x^ 



14 



x2— 1 



Pour X = ± oc, le terme -^ j devient nul, donc 

' x^ — 1 

réquation z = \ représente l'asymptote F G. Au point 

2 
A est un maximum, car on a y =f 1 — ^j 5 ; pour 

2 
â? = ±: A, à partir de iz? = 0, le terme -, ^ augmente ; 

et comme il est affecté du signe — , la valeur relative 
de y diminue. La courbe est convexe vers le haut. La 
méthode du radical carré conduit à la même conclusion 
en donnant à la fois le maximum et l'asymptote F G. 

La courbe que l'on vient de discuter permet de faire 
une remarque importante. Lorsque l'abscisse passe par 
la valeur — N, l'ordonnée saute brusquement de + ex: 
à — oc ; l'asymptote sépare deux branches de courbe, 
F D qui est à sa gauche, et E A C qui est à sa droite. De 



Digitized by VjOOQ IC 



— 49 — 

même lorsque Tabscisse passe par la valeur M, l'or- 
donnée va de — oc à + ex: ; Tasymptole B C sépare la 
branche E A C de la branche B G. Souvent les diverses 
branches d'une courbe sontséparées par des asymptotes. 
Mais ce n'est pas une règle sans exception (n"* 86). 
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CHAPITRE V. 



PROPRIETES DU TRINOME DU SECOND DEGRE. 

38. L^équation y = ax^ + 6 a? -f- c, dans laquelle les 
trois coefficients a, 6, etc sont entiers ou fractionnai- 
res, positifs ou négatifs, représente une parabole. Il 
faut déterminer les points où elle coupe les axes rec- 
tangulaires, et les coordonnées du sommet. Il importe 
de résoudre Téquation 

ax'^-\-bx -{-0 = 0. 

Il ne faut pas oublier que les signes des termes de 
cette équation dépendent de ceux du trinôme 

et que ce trinôme peut se trouver sous un radical. 

Le cas particulier où a est nul doit être écarté, et 
réservé pour une discussion spéciale. La question est 
donc ramenée à la résolution de Téquation 

x2 ^ X -| = 0, ou à celle de l'équation 

x'^'^' px + q = 

SI 1 on pose = j», et — = q. 

39. 1* Méthode du carré complet. 

Cette méthode est présentée par les auteurs sous 
différentes formes qui sont équivalentes, e.xcepté au 
point de vue de la simplicité. 
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On peut écrire : 



.+f=±i/l_, 



On a maînlenanl deux équations du premier degré. 
On a par suite 



6 _j_i/b — kac 
^~ 2a— 2 a 

L'équaiion du second degré admet deux racines, 
c'est-à-dire, deux quantités telles que chacune d'elles, 
mise à la place de x^ rend égaux les deux membres de 
l'équation. 

40. Si la quantité soumise au radical est positive, les 
deux racines sont réelles et inégalés : 



«■— i-i/ç-*= 



-^ — t/62— 4flg 
2a 



2 K 4 î^ 2âj 

Si cette quantité est nulle', les racines sont égales : 

X -X -^2 2^- 

Enfin, si la quantité soumise au radical est négative 
les racines sont imaginaires ; aucune valeur positive 
ou négative ne peut rendre le trinôme égal à zéro. 
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Ed effet on peut écrire : 

-4(.+-l)V,-^] 

Si Ton a ^ > ^ , la parenthèse est positive, le tri- 
nome ne peut être nul par aucune valeur de x entière 
ou fractionnaire, positive ou négative, incommensura- 
ble ou rationnelle. Alors, si a est positif, le trinôme 
sera essentiellement positif ; et si a est négatif, ce tri- 
nôme sera toujours négatif. Le signe du trinôme sera 
toujours celui de son premier terme aai^. Il en sera de 

même si ^ = j ; car le trinôme est alors 

Le carré étant toujours positif, le signe de y sera 
celui de a. 

41. Si Ton fait la somme des racines, on a 
Si on fait leur produit, on a 



d'après l'identité (a + *)(^ -^ ^) = a^ — *^ on obtient 
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Ainsi on a les relations importantes 

(ri -\- x' = — v = — 

I ft ^* 

X' X = Q = — ^. 

On peut écrire successivenvent 

..-[(^+-f-)*-(i/Ç=^)'] 



.-(^+l+l/4-,)(^+|--l/Ç-.) 

y = a {x — œ'){x -- x"). 

Ainsi le trinôme du second degré est décomposabic 
en deux facteurs du premier degré dont le second terme 
est Tune des racines prise en signe contraire. 

42. Par définition, le trinôme est nul lorsqu'on y 
remplace x par Tune des racines. Mais quel signe 
prend-il lorsque l'on remplace x par une quantité prise 
soit entre les racines, soit en dehors de l'intervalle des 
racines, supposées réelles et inégales ? 

Donnons à x une valeur prise en dehors des racines. 
Posons d'abord 

X <x' <x' 
d'où X — x' <0y X — x' <o. ' 

Les deux facteurs du 1®' degré étant ensemble néga- 
tifs, leur produit sera positif, et le trinôme aura le signe 
de a. 



Digitized by VjOOQIC 



— 84 — 
Posons ensuite 

d'où X — af> 0, 07 — cc!> o. 

Les deux binômes 'auront un produit positif, et le 
trinôme aura toujours le signe de a. 
Maintenant soil x compris entre les racines. On aura 

07' <X <X" 

X — x'> o^x — a?" <0. 

Les deux binômes étant l'un positif, et l'autre néga- 
tif, auront un produit négatif, ce qui changera le signe 
de a-. En résumé, si les racines sont réelles et inégales, 
pour toute valeur de x prise entre les racines, le trino- 
m3 aura le signe contraire de ax'^ ; et pour toute va- 
Icur.prise en dehors, il aura le même signe que ce 
premier terme, comme dans le cas où les racines sont 
ou égales ou imaginaires. 

Ces résultats sont dans tous les traités d'algèbre. On 
doit placer ici une remarque importante. Supposons 
que les racines soient réelles et que la question parti- 
culière donne une limite pour l'inconnue ; que l'on ait, 
par exemple, x <L Substituons cette valeur dans le 
trinôme : 

1** Si le résultat de cette substitution a le signe 
contraire de x^, la valeur l est comprise entre les raci- 
nes ; on a 

x' <l <x' 

mais l'hypothèse donner? <l ; on fera donc x — x^ \ 
l'autre racine ne convient pas. Si l'on donnait x> ?, 
on prendrait a? == 0?''. 
2® Si le résultat a le même signe que le l®' terme 
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aw^^ là limite î est en dehord ded racines ; on dura l'une 
ou Tautre des iniégalités 

l Kccf Kx"* 
l > af> ai 

Que Ton ait d'ailleurs û? > ?, ou û? < ?, cela n'exclut 
aucune des deux racines ; le théorème n'indique aucune 
incompatibilité (n** 80). 

43. Nous allons maintenant insister sur la résolution 
de l'équation du second degré. 

2** Méthode de la décomposition en facteurs. 

Nous avons rencontré l'identité 



Le trinôme sera nul si l'on a Tune ou l'autre des deux 
équations du premier degré : 



La première donne 



2 
La seconde 



^— f-l/f 



^=~l+l/|-^ 



2^K T 

Ce sont les racines obtenues par la méthode du 
carré complet qui, du reste, conduit à la décomposition 
en facteurs. 
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Comme exercice, reprenons la question sous une 
autre forme. 
On a successivement 

Supposons 6* — kac> 
oa aura 

^ + 2-a)-(-^7-)J 

Le radical est réel quel que soit le signe de a. Dans 
la parenthèse est la différence des carrés de quantités 
réelles. 

En égalant à zéro chaque facteur du 1" degré, on 
aura les deux racines réelles af et af. 

Supposons 6* — 4ac<o, ou4ac — 6*>û 
on aura 

Dans la parenthèse est la somme de deux quantités 
positives ; cette somme ne peut être nulle. On dit 
que les racines sont imaginaires. Mais chacune d'el- 
les est une expression très précise qui, suivant les rè- 
gles ordinaires du calcul, satisfait à Téquation. On sup- 
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pose toujours que a n'est pas nul. Si a est nul, Téqua- 
tion n'admet plus qu'une seule racine réelle et finie, ce 
qui sera établi plus loin. 

44. Z^ Méthode de Viëte. 

Pour résoudre l'équation a?^ + ;? a? + j^ = o, posons 
0? = « -{- A> ce qui donne 

z'^'^2hz + ¥'j-pz + ph + q =0 

et par suite : 

z^ + {2h + p)z + h^ + ph + q = 0. 

Pour faire disparaître le terme du !•' degré, 

posons h = o"î ^' reste: 

2* — 4 + j' = 0, OU bien 

et par suite 



.=-f±l/fr^ 



4 

Nous verrons (n"^ 53) que cette méthode revient à dé- 
placer l'origine des abscisses, et à faire passer l'axe des 
ordonnées ]|)ar le sommet de la parabole. 

45. 4* Méthode. Si entre les relations 

fff + afzn — PyO/a^ziiq 

on élimine â?", on obtient ûs'^ + paf + q = o ; il ne faut 
pas en conclure que ces relations déterminées directe- 
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ment ne serviraient pas à résoudre Téquation du se- 
cond degré. En effet, supposons que dans Tidentité 

(a^lf — {a — Vf = kab 

les racines soient représentées par a et & ; on aura 

a + * = — p, a 6 = ^, et par suite {a — Vf = T^^kq. 

Ce qui donne 

a — 6 = it \/f—k(i 

Or on a a + 6 = — ^ 

On aura donc, par addition : 

2fl = — p±/p8_4^ 

et par suite 



En cherchant a, on trouve en même temps l'autre 
racine, parce que a et ô jouent le même rôle dans les 
équations a + J = — ^, db zz ^. 

Il est d'ailleurs aisé d'établir directement les rela- 
tions d + d' =: — p, cd œ" = q^ sans connaître les raci- 
nes, sans résoudre l'équation. 

Si d et d' sont racines de l'équation a?'+j?a? + ^=zo 
on a par définition 

x"^+pd + q=o 
a"^+pœ' + q=o 

On peut calculer^ et q au moyen de ces deux équa- 
tions. 
Par soustraction on obtient 
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Si on divise par (xi — af^ on obtient a/ + a?" + p = o, 
ou bien p = — (a:' + a;"). 

Mettons cette valeur de y dans la première identité ; 
il vient 

3f^—{x' '\'CEr)afz=:—q 
ou ûd af' zz.q. 

Mettons dans le trinôme les expressions de ^ et de ^ ; 

y = a[d^ — {x''\'af)œ + af x"] 
y = a (a?' — cdx — x" x + d x") 
y = a[x{x — af) + x^{af — x)] 
y = a{x — x^ix — x^). 

Voilà le trinôme décomposé en facteurs du premier 
degré. 

On peut encore arriver à ces résultats par une sim- 
ple division. On obtient 

a?« + px + q = {x — a:') {x + p + x) + ûif^ + paf + q. 

Si Ton suppose que cd est une racine de Téquation, 
le reste x^^ + px^ + q est nul, et le trinôme devient 

ûfl + px + q = {x — x){x + x^ + p) 

Il est décomposé en facteurs du 1*' degré. Donc s'il y a 
une racine x', il y en a une seconde : — {x' + p) = x". 
On a donc iz;' +^'' = — p. 

On a d'ailleurs ^i2?" = — x^{x' + p)=: — x^^^px'zzq. 
Ces résultats ne supposent pas qu'on sache résoudre 
l'équation. 

46. 5* Méthode de l'auteur. 

On peut écrire 

x{x + p) = '^q. 
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Les deux facteurs x et x + p ont une différence p. 
Désignons leur somme par s. On aura 











a? = 


S 

~ 2 


f 








X 


+ p: 


2 ^ 


P 
2 


Si 


on 


les 


mulliplie, on 


obtient 





et par suite 

On en tire -| = =t:|/^ — ^. 

On connaît donc la somme et la différence de deux 
quantités â? et â? + p ; mais nous ne cherchons que la 
première de ces quantités : 



K 4 2^ 2' 



X 

" 4 

C'est la formule connue. 

On remarquera le rôle important du principe sur la 
différence des carrés (n^ 3) toutes les fois qu'il s'agit 
de la fonction du second degré. 

On a démontré l'équivalence des relations 

(^ j^l)%^(fi — Vf = kal 
û« — J« = (« + l) {a — b) 

Si la première permet de trouver les racines de 
l'équation du second degré, il devait en être de même 
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de la seconde. Mais celle-ci a Tavanlage de conduire 
directement à la solution. 

47. 6^ Méthode. 

La géométrie permet non-seulement de construire 
au moyen de la règle et du compas, les racines de 
réquation du second degré, mais eiicore de les trouver 
par le calcul numérique. 

Soit x^ + px + q = o. 

Supposons d'abord que les coefficients p ei q soient 
négatifs et qu'on ait 

V- — V' 
q = -q'^ 

L'équation devient 

q'^=^x{x — p')' 

Il s'agit de construire un rectangle équivalent à un 
carré, et dont les côtés aient entre eux une différence 
donnée. 

Soient le diamètre A B égal à p', et la 
tangente AC = q\ Menons par le centre 
la sécante C OD. 
j« . On a 

A C?= G D X C E = C D (G D— E D) 
Ou 

q'^ = CD{CD—p') 

Ce qui montre queGD est une racine de l'équation. 
Or on a 

CD = ÔD + OC=:^ + \/t' + ^'« 
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On a doue 

D'après la composition du coefficient p qu'on a pu 
déterminer directement : 





a?" + a?' = — p = p' 


or on a 


G D — C E = 2?' 


donc 


0?' = — G E. 



Dans le cas actuel les racines sont toujours réelles. 
Supposons maintenant que p soit négatif et q positif, 
et écrivons 

L'équation devient 

Il s'agit de construire un rectangle égal à un -carré 
et dont les côtés fassent une somme donnée pf. 

On prend le diamètre A A' égal à 
y\ et la tangente A G égale à ^ ; et 
l'on achève le rectangle P A G M. 
Les racines de l'équation sont 
d — k'^,3f = K P. 
AP = AO — OP 




A' p = A' + p = - |. .+ V ^ — ?. 
La figure montre que les racines sont imaginaires si 
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l'on a AC>OB 

48. La résolution de Féqualion ax'^ + bx+c^=:o, 
indiquera si la parabole représentée par la fonction 
yizaa?*4-*^ + ^> traverse Taxe des œ ; on pourra 
dessiner la forme approchée de la courbe lorsqu'on 
connaîtra d'ailleurs les coordonnées du sommet, c'est- 
à-dire les conditions du maximum ou du minimum. 
On peut traiter ce problème de plusieurs manières dif- 
férentes. 

49. 1® Méthode du radical carré. 
Posons ax^ + bx+c = m. 

Résolvons celte équation par rapport à x comme si m 
était un nombre connu. 

^_^ — b±i}j6^ — ka(c — m) 
"~ 2a 



— b±\/^aim + ^—c 



ka 



•0) 



" 2a 

Supposons d'abord que a soit positif. Pour que le ra- 
dical soit réel, il faut que le second facteur soit lui- 
même positif; on aura 



D'où 



m-^-y-'—C >0 

ka 



m> C — y—. 

4 a 
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Lorsque m atteindra cette valeur minimum, on aura 

pour û? la valeur — 5—. 

' Désignons par les premières lettres grecques alpha 
et bêta les coordonnées du sommet : 

* s - /. *' 

. P — «— r:; 



Si a est négatif, il faut poser 

in-\- , c < 

k a 

afin que le produit des deux facteurs soit positif. 
On aura donc 

m < c— 7— 
ka 

À cette limite maximum, Tabscisse a encore pour va- 
leur 

~"~" 2« 
50. 2° Méthode du carré complet. 

/ I 6 \« , b* 

Si a est positif, y aura sa plus petite valeur, si Ton 
pose X 4" "ô^ = 0, ce qui donne : 

_ 6 
"--Ta 
b* 



p = c 



ka 
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Si a est négatif, la valeur de ^ sera un maximum. 
51. 3^ Méthode des facteurs égauï. 
Le trinôme étant décomposable en facteurs du !•' de- 
gré, on a 

y=i a(x — od) {x — af) = — a{x — x') {cd' — x). 

Les facteurs x — x! Qix" — x ont une somme cons- 
tante â:?^ — x' \ leur produit sera maximum lorsque ces 
facteurs seront égaux ; Téquation x — xl =, xf' -^ x 
donne 

xf + x' b 

^ ~ ~\ —a — ; ~ 4 1, ir-) 

Si a est positif, à la valeur maximum du produit 
{x — x') {x" — x) correspondra un minimum pour y. 

Si au contraire a est implicitement négatif, — ( — a') 
donnera + ^'j ©t la valeur limite de y sera un maxi- 
mum. 

Dans le cas des racines imaginaires, on a 

^, __J 

2 a 



Vkac- 


-b-i i/ . 


-1 




2« 




\/ kac- 


-62^ - 


-1 



L'expression de y est 
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La gomme des facteurs du 1®'' degré est la constante 

imagmaire ^ . 

a 

Malgré cela, TappUcation du théorème I à ces fac- 
teurs imaginaires conduit à un résultat exact. On sait 
Que chacune des racines imaginaires est une expres- 
sion très précise qui vérifie l'équation ax'^ + bx-\-€ =o, 
lorsqu'on lui applique les règles ordinaires du calcul 
algébrique. Le résultat de la substitution est indépen- 
dant du radical, réel ou imaginaire. De même les coor- 
données du sommet sont indépendantes du radical ; il 
en résulte, suivant une remarque de Chasles, que les 
propriétés relatives à ce sommet, démontrées pour Té- 
tât de la figure où les racines sont réelles, sont encore 
vraies pour l'autre état dans lequel les racines ont cessé 
d'exister. 

52. 4*> Méthode de F'ermat. 

En appliquant la théorie exposée au n"* 27 on posera 

o = 2aha; + ah^ + bh. 
Supprimons le facteur commun h : 

o = 2aœ-\-ah-^b. 
Si h tend vers zéro, on aura à la limite 
b 

en introduisant cette valeur dans l'expression de y, 
on obtient 



/" 
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. k a 

Souvent la nature du problême fait connaître si la 
valeur de ? est un maximum ou un minimum. Mais 
ici la méthode se suffit à elle-même. 

Comparons F (<?) à F (« + 25), z pouvant être positif ou 
négatif. 

On a donc y ^ p +az^. 

La longueur z ne figurant qu'au carré, son signe 
n'aura pas d'influence ; la valeur de y dépendra du 
signe de a. Si ce coefficient est positif, on a 2/ > 13 ; 
donc P est un, minimum. Si au contraire ûj est négatif 
on a y < P ; alors P est un maximum. 

Ona ^2=^Zli d'où z = ±\/yEl. 

Pour une même valeur A C de y, on a deux valeurs 
de 2;, C M et C M' égales et contraires ; la courbe est 
donc symétrique par rapport à son axe D A. 

53. En résumé chaque méthode conduit au résultat 

suivant : L'abscisse du sommet de la parabole est 

b , . i « 6* 

a = — TT—. et son ordonnée est p = c — 7— • 

Si à est positif, la fonction a un minimum ; si a est 
négatif, la fonction a un maximum. 

Construisons la courbe dans l'hypothèse où 6 et c 
sont positifs. 

Supposons d'abord que a soit positif dans l'équation 
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Poura?=:o,y = c=rOC; 
ce qui donne le point C 
où la courbe traverse Taxe 
des ordonnées. 

Pour savoir si elle coupe 
Taxe des œ, résolvons l'é- 
quation air*-|-^^+^= o 
d'où 



xzz à 

2 a 

les racines seront réelle» si l'on a 

4 c 



Dans cette hypothèse, on aura 



kac 



2a 



ar" = 



2a 



= -0B' 



= — B" 



2a 

6* 
|3 = c-f- = — AD 
4 a 

Le point D est situé au milieu de B' B", car en valeur 
absolue, D est la demi-somme de B' et B". La 
distance B' B' est l'amplitude de la parabole. 

Dans réquation 



"=^("+1+?) 
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Si X augmente indéfiniment, la quantité mise dans k 
parenthèse tend vers a, et pour a? = ± œ, y — -}- «=. 

Prenons le point D pour origine d^autres abscisses ; on 
aura D P = X 
Or OP = DP — DO 

^ Y * 

Û? = A 5— 

2a 

Si l'on remplace a? par cette valeur dans Téquationde 
la courbe, on obtient 

î/ = flX^ + c-^^ 

Pour X = ±: fc, y a toujours la même valeur à droite 
ou à gauche du nouvel axe D Y, qui est dès lors un 
axe de symétrie pour tous les points de la parabole. 

Soit y = ; ou a 

6^ — k ac 



aX2 = 



4a 



d ou X = — "—^ 

2 a 

X est égal à z dans la méthode de Viète, et 

A= — ^=— jr- = DO; donc h est l'abscisse du 
2 • 2a ' 

sommet de la parabole (n** 44). 

Reprenons la formule 



6_ y] b^ — kac 

^"" 2a— 2"â 

afin d'étudier un cas particulier remarquable. 

54. Avant de faire a = o dans les formules, comme 
ce coefficient entre ou numérateur et au dénominateur 



Digitized by VjOOQIC 



— 70 — 



de chaque fraction, il convient de multiplier ces deux 
termes par l'expression conjuguée du numérateur (n"" 3). 
On peut écrire : 



ai 



{—h — y]b'—kac){—b + yil}'—kac) 
b^ — {b^ — kac) 2c 



2a{—b + y/b* — kac) —b + ^b^-^kac 



af 



_ {—b + ylb'—kac){—b — ylU^^kac) . 
2a{—b — yjb' — kac) "" 

6î_(feg_4flc) 2c 



2a{—b — ^b* — ^ac) —b — yjb^ — kac 

Lorsque a diminue dans l'expression de af\ la quan- 
tité sous le radical augmente ; en valeur absolue le dé- 
nominateur augmente et la fraction diminue ; pour 

a = Oj on a x" = — -^ = — E ; le point B" s'est rap- 
proché d'un certain point E situé à droite du point B''. 

Quant à la valeur de x\ si a tend vers zéro, le déno- 
minateur, toujours négatif, tend lui-même vers zéro, 
et af augmente en valeur absolue au-delà de toute li- 
mite. Il en est de même de « et de jS qui contiennent a à 
leur dénominateur. A mesure que a diminue, l'ordon- 
née D A s'éloigne vers la gauche en augmentant vers 
le bas de la figure, et l'amplitude de la parabole devient 
immense. 

Mais l'hypothèse a = o n'a plus de rapport avec 
cette parabole, et la forme x' ^= — oc est lesymbole 
d'une impossibilité. Dans l'équation y=^ax^ + bx-\-ç, 
si a est égal à zéro, le terme a x^ est nul pour toute va- 
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leur finie de x si grande qu'elle soit ; l'équation nouvelle 
y-zzh x-^-cwe représente plus qu'une droite qui coupe 
l'axe des y au point C, et l'axe des x au point E pour 

lequel on a a? = — -r- = a?". L'équalion n'étant plus 

que du !•' degré n'admet qu'une seule racine, et n'en 
admet pas trois comme on le dit dans un traité d'al- 
gèbre d'ailleurs excellent. 

S5. Supposons maintenant que a soit négatif ; si 
l'on met ce signe en évidence, les formules deviennent 

2c 



ar' = 



x" = 



2c 



a —A 

" ~ 2a 

Les racines sont toujours réelles ; la première est 
positive et la seconde est négative. 

y 




Si dans l'équation 
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on fait croître m indéfiniment en valeur absolue, la pa- 
renthèse tend vers — a, et y tend vers — «. 
Pour a = 0, on a 

« n: + ^^ 

Si a diminue dans Texpressiou de ce", le radical di- 
minue, et la fraction augmente en valeur absolue ; le 
point B'' se rapproche d'un certain point E dont Tabs- 

cisse est — -r-. 

Quant à la valeur de af qui est positive, son dénomi- 
nateur tend vers zéro en restant positif, et a' augmente 
indéfiniment. Il en est de même des coordonnées a et p. 
L'ordonnée du sommet D A s'éloigne vers la droite en 
croissant vers le haut de la figure, à mesure que l'am- 
plitude de la parabole augmente. 

Mais l'hypothèse a = o n'a plus aucun rapport avec 
cette courbe, comme on l'a déjà reconnu. Le trinôme 
est réduit à l'équation yz:zbx + c,qui représente une 
droite passant par les points G et E déjà définis. 

Nous avons supposé jusqu'ici 6 et c positifs. Dans les 
autres hypothèses, les conclusions seraient analogues. 
Examinons seulement le cas où b est négatif, et met- 
tons le signe en évidence dans les formules, qui devien- 
nent • 

2c 



»' = 



b+ {/ b^ — k ac 
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af= 14= 

h — v^J2 — kac 

Pour âJ = 0, ce n'est plus la racine oi qui devient in- 
finie ; c'est â?". Dans tous les cas, la racine qui devient 
infinie est celle qui présente à son dénominateur deux 
termes de signes contraires, et qui deviennent égaux 
lorsque Ton fait a égal à zéro. 

56. Supposons que a soit variable dans Téquation 
y^^ax^ + bx + c, qui représente alors une infinité 
de paraboles ; 

Entre les équations 

h 

ka 
éliminons la variable a, nous aurons 

Cette équation à deux variables, qui sont les coor- 
données du sommet de chaque parabole particulière, 
représente une droite qui est le lieu géométrique de 
tous les sommets. 

Pour a = o, p = c = OC; cette droite passe par 
le point C, comme toutes les paraboles. 

Pour p = o, a = — 2. -|= — 20E = — OG. Le 

point E est le milieu de G ; et les points G, C et A 
sont en ligne droite, ce qui fournira des vérifications 
dans chaque cas particulier (60). 
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Supposons c négatif, et mettons le signe 


en évidence ; 


on aura 


b 
"= 2a 








p = —c— 


62 

ka 








-c 






^1+.. 





On peut alors augmenter a indéfiniment. Pour une 
valeur positive très grande de ce coefficient, a se rap- 
proche de 0, P tend vers — c, l'amplitude est très petite, 
et le sommet de la parabole est voisin du point C. 
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CHAPITRE VI. 



CONSTRUCTION DE QUELQUES COURBES DU 2* 
ET DU 3® DEGRÉ. 




57. Soil réqualion y = a?* — 4;r + 3. 

Pour ip = 0, 2/ = 3 = C, ce 
qui donne le point C. Pour 
j/ = 3, réquation 3?^ — kx-=zo 
(lonneû5 = oeta5=:4zzo F, ce 
qui donne le point G'. Les raci- 
nes de Téquation a?* — 4a?+3=o 
sont â?' = 1 =0 B', ^"=3 = B^ 
La courbe coupe Taxe des x aux points B' et B". 

On peut calculer D et D A par les formules géné- 
rales, ou par Tune des méthodes connues. 

a = 0D = 2, p = 3 — ^ = 3 — 4 = -.l= — DA. 

Pour ce = ± «=, 2/= + oc. Entre les racines, qui sont 
réelles et inégales, toute valeur de x donne lieu à des 
ordonnées négatives, de signe contraire à celui de x^. 

Prenons maintenant l'équation j/i= — x^-\'kx — 3 
qui est la précédente changée de signe. En valeur ab- 
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solue les résultats numériques 
seront les mômes ; mais la con- 
vexité vers le bas sera remplacée 
par la concavité, et le minimum 
par le maximum. Entre les raci- 
nes qui sont encore réelles et iné- 
gales, toute valeur de œ donne 
lieu à des ordonnées positives, de 



signe contraire à celui de — x'^. 

58. Dans le cas de l'équation 

2/ = a?^ — 4i» + 4 

les racines sont réelles et égales, a;' = a/' = 2 = D. 

Pour a? = 0,y=4 = 0C. 
Pour y = 4, 4? = 4 = F, ce 
qui donne le point C\ Le mini- 
mum de y = (a? — 2)* a lieu pour 
â? =7 2, et ce minimum est zéro ; 
la parabole est tangente en D à 
Taxe des x. Comme il n*y a plus 
de valeurs de x entre les racines, le trinôme à toujours 
le signe de + x^. 

59. Considérons encore Téquation 

y = x^ — 4a?-H5 

Si on pose j/ — o, Téquation du second degré a ses 
racines imaginaires. 
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Pour a? = 0, î/= 5= OC 
et pour y = 5, a? = 4 = F ; 
on a déjà les points C et C. On 
peut écrire : 

y = a?* — 4a?+4 + l = 
{x — 2)* +1. Le minimum 
aura lieu si Ton pose 

ir = 2=«=0D; alors y = ^zzi = DA. 

La courbe a toutes ses ordonnées positives comme le 
premier terme. 
60. Discutons la courbe représentée par l'équation 

Pour a? = 0, 
Lf[\. 2/ = l = 0C 

Pour î/ = 1, 
x = o 

ce qui donne le point G'. 
Si on résout Téquation 

— 3a?* + 2a? + l = o 
^=— 1=-0B', 0^ = 1 = 0^" 

ai Ton cherche les coordonnées du sommet, soit à 
l'aide des formules générales « = — 5— , p = c — r— 

soit par la méthode du carré complet par exemple, on 

1 4 

trouve* =OD=y, p — DA=y. 
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Le point D est le milieu de B' B". 
Le lieu des sommets, lorsque a seul varie dans Téqua- 
tion y = âJ ^^ + 2 a? + 1 , est donné par l'équation 

Pour «zzo, p = l = OC; 

Pour ^ = Oja = — 1= — OG. 

La droite G G doit passer par le sommet particulier Â. 

61. En admettant que la densité de Teau, qui varie 
avec la température, puisse être exprimée par la for- 
mule empirique 

dans laquelle a = — 0,00000653, 
6=0,00005294. 

On demande la température du maximum de densité 
de ce liquide. 
On peut écrire 

V ' 2âJ ' 4a* ka^ a / 

Comme a est négatif, le maximum aura lien pour 

. &_ 0,00005294 

^ "" 2 a ■" 0,00001306 "" ^ '^* 

Dans ce calcul, la densité est rapportée à celle qui 
existe à o^. 
Le résultat obtenu serait plus exact si la formule em- 



Digitized by VjOOQIC 



— 79 



pirique était complétée par un terme du troisième 
degré. 

62. Construisons la courbe contenue dans la fonction 
bicarrée 

y = 2a?* — 3^* + l. 

L'équation peut se mettre sous la forme 



,=2(^-3y_4 



Pour a? z=. 0, le binôme élevé au carré aura sa plus 

3 
grande valeur absolue -T-, donc il atteindra un maxi- 
mum^ et le maximum de y sera Ô C = 1. 

Pour a?' = -p-> Oïl siura 
4 

une valeur minimum — 5-; 

o 

ce sera pour 

— -- = A, et pour 




V ^ X == 



2 

3 1 

Si Ton pose x* ^ x* -j—^zzO, on aura les points 

où la courbe coupe Taxe des a?; on trouve 
œ' = 1 = D 
a?" = - 1 = — D' 
/"T 



X'" = 



x" 



"2 
/"2 



0,707 = B 
. = — 0,707 = 



■OB' 
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Pour a? = zt oc, t/ = 4- «=. 

Il est bon de remarquer qu'entre deux racines consé- 
cutives de cette fonction continue, il y a un minimum 
ou un maximum. 

63. On demande le minimum de t»* -j- j/' sachant 
que a? + 2/ = a, ou que la somme y-^x est constante. 

On peut résoudre cette question de plusieurs ma- 
nières 

!• On a (a? + 2/)' = »' + 2/' + 2 a? î/ 

a?' + 2/' = ^' — 2 a? 2/ 
x^ + 2/* sera minimum siœy est maximum, ou si ce = y, 
ce qui donne x = -3- , et pour le minimum 

g* . g* _ g* 

T"^ 4 "~ 2 ' 

2^ L'expression qu'il s'agit de rendre minimum est 
a?' -|- (g — xf, ou bien 2 a?* — 2 g ^r + g*. 
on peut la mettre sous la form^ 

o- n g , . . g' 

Si 1 on pose a? = -^ , le mmimum sera -^ • 

3*^ On peut encore considérer 

Le minimum aura lieu pour z = 0. 
La méthode du radical carré et celle de Fermât con- 
duisent au même résultat. 
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64. L*équation y = -ï— représente une hy- 



perbole. 



y 


V 


/ 





r 


P ^ 


4 


B f 


• 



Pour 

raxe y t/ est une asymp- 
tote. 
On peut écrire 

X 



!/ = 



= aî — 1 + -Î- 

1 

Comme le terme— de- 
ce 

vient nul pour a? = ±: oc, 

l'équation z = x — 1 représente l'autre asymptote. 

Cherchons les points où elle rencontre les axes : pour 
£c = o, ^ = — 1= — OB;et pour^ = o, a? = l = 0E. 
Les sommets de la courbe seront sur la bissectrice B A 
de l'angle des asymptotes. 

Cherchons la plus petite valeur que puisse recevoir 
la distance B M. 

On a 

BM2 = ^* + (î/ + l)2 

L'équation de la courbe donne y+ 1 = iP-| 

On a donc 



Il faut rendre minimum cette fonction, 
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Elle est égale à 2 aj2 +\+ 2. . 



Le produit des deux termes variables est constant ; 
leur somme sera minimum si Ton pose 






d'où ^ "9 



4 



et par suite x = zh y -^ = ±0,841, ce qui donne 

le point G, pied de l'ordonnée du sommet A qui se 
trouve d'ailleurs sur la bissectrice de l'angle y B V. Le 
sommet A' est symétrique du sommet A par rapport 
au point B. 

On peut chercher les points du maximum et du mi- 
nimum de la fonction y. On a 

1 

Les deux termes a? et — ont un produit constant ; si 

on les suppose positifs, leur somme sera minimum pour 

1 1 

X = — , cequidonnea?= +1, et 2/ = — 1 +1 + t"==1- 
ce 1 

Si on prend x avec le signe moins, on aura x = — a?', 
d'où y = — 1 — (^+"v)i ^^ maximum de y aura 

lieu pour le minimum de a/ H — r> ou pour a?' = 1 ; 

donc X = — 1. Les points du maximum et du mini- 
mum diffèrent des sommets A et A'. 
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65. L'équati<»n y = 






représente une hy- 



perbole placée tout autrement. 

Pour x = o, 
j/ = -l = _OB, 
ce qui donne le point B. 

Si on égale à zéro le nu- 
mérateur on obtient 




'~ 2 



-1,61 — OC 



a:"= _J+V^=+0,61 =0D 

La courbe passe par les 
points C et D. 
Pour a? = — 1= — EO, î/ = ±:cx:;la parallèle E V 
est une asymptote. On a d'ailleurs 

Comme le second terme est nul pour â? = oc, l'équa- 
tion z = ordonne Taulre asymptote, la bissectrice R. 
Les deux branches de Thyperbole sont R B S, et V C T, 
symétriques par rapport au point G. La courbe ne pré- 
sente ni maximum ni minimum par rapport à Taxe des 
abscisses. Si on essaie la méthode du radical carré, la 
quantité soumise au radical est toujours positive. 

66. Quelle relation doit-il y avoir entre deux nombres 
qui font autant ajoutés que multipliés ? 

L'équation eslx + y = x y 
1 . 1 



ou bien 



- +- = 1. 

y X 
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Il faut que les valeurs inverses des deux nombres 
fassent une somme égale à Tunité. Par exemple, si 

\ 

Tun des nombres est 6, sa valeur inverse est -^ , dont 

5 6 

le complément est -rr , le second nombre sera donc -^ • 



On a 



X 



y- x — V 

ce — 1 + 1 



= 1+; 



1 



ou encore y = . . , . 

^ X — 1 'a? — 1 

Pour que x tiy soient entiers, il faut que 1 soit di- 
visible par X — 1, ce qui suppose a? — 1 = 1, et par 
suite a? = 2, et 2/ = 2. Construisons la courbe qui est 
celle du n"" 14, quoique la forme de l'équation soit un 
peu différente. 

Pour X = Of 2/ = ; la 
courbe passe par Torigine. 
Pour a? = 1 , 2/ = db CX3 ; 
la droite A V est une asymp- 
tote. Poura?=zt oc, i/== 1 ; 
la droite B T est la seconde 
asymptote de l'hyperbole. 
Pour a? = 2, 2/ = 2 j ce qui 
donne l'un des sommets C. 
Siccvarieentre+1 et-f-c5c, 
y varie entre + œ et -f- 1. Les valeurs positives de x 
et de y sont plus grandes que l'unité. On peut d'ailleurs 
le vérifier. Oriax-j-y > x. Si y était une fraction, on 
aurait x > x y^ et par suite 

X'\-y> x> xy. 
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La somme de deux fractions positives n'est donc ja- 
mais égale à leur produit. Pour les nombres positifs 
la branche V C T répond à la question. 

67. Etudions la courbe du troisième degré 



marquable. 



a?^ + l 



X 



, qui présente une particularité re- 




Pour ce = 0, y = zt oc. 

L'axe y 2/ est une asymptote, qui 
sépare la courbe en deux branches 
(n« 37). 

On peut écrire y = a?* +'"^ 

la parabole z =^ x^ est une courbe 
asymptote à la proposée, car la dif- 
férence y — z tend vers zéro lorsque x croît au-delà 
de toute limite. Soit P R cette parabole. 

Si Ton pose x^ -^^ =0, ;r= — 1= — OA;la 
courbe passe au point A. La branche de gauche est indi- 
quée par ce point et les deux asymptotes rectiligne et 
curviligne. Quant à l'autre branche, si l'on cherche le 
minimum par la méthode de Fermât en écrivant 

X x + h 

\ 
On trouve œ* =-5-, d'où a? = 0, 79 = D ; le mini- 



2 -f 1 3 _ 

mumDB = 3^-===|.y/2 =1,89; 

d'où la branche R B 2/. 
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68. Déterminer les limites entre lesquelles demeurent 
comprises les valeurs de l'expression ^ J^ ,^ lors- 
qu'on fait varier x en lui attribuant des valeurs réelles 
quelconques (Baccalauréat ès-sciences, Paris 1882). 

Posons - — <,K„ = ^ 
a?^+ 1 

d'où l'on tire 



__ — 2±v/ — 'ïïi^'\-^m 
4 — m 

Pour que le radical soit réel, pour que — m^ -^^ m 
soit positif, il faut prendre m en dedans des racines de 
i'équation 

Or ces racines sont m' = o, m" = 5. On aura donc 

< w < 5. 

1 

Le minimum sera zéro pour x ru ^ , et le maxi- 
mum, 5, pour a? = 2. 

Si l'on se bornait à ce résultat, on ne se rendrait 
guère compte de la marche de la fonction lorsque x va- 
rie entre — œ et + ^o. 

Construisons la courbe dont l'équation est 
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3 








Po{irœ = o, 




,1 




2/= 1 =0D. 


V 


/ 






jLa courDe pas- 
se en D. 
Le minimum 


\ °y 








est en A pour 
1 


A 


^ K E 






et le maxi- 


mum en B pour ^z? = 2 = E. 




On peut écrire 




4a?2 + 4ir + l kœ^A-k- 


-4 + 4a;-f 1) 


*~ œ^ + l a 


r« + l 


4(a72-fl)-f4iP- 


•3 


~~ ^2 + 1 




d'où 




tJ := Il 


k - 


ui 


x — 3 





La fraction est nulle pour ce = zt <=«, comme on le 

4-r - 

voit en la mettant sous la forme j-;réquation 

X + — 

X 

jj = 4 donne Tasymptote V T- 

Voyons si la courbe en allant de D en B traverse 
cette asymptote. Posons y = 4 ; on a 

4^ — 3 



4zz4 + 



ou bien 



ir2-f 1 



4a? — 3 _ 

^2 + 1 —^> 
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3 
d'où ^ = -7- = K ; ce qui donne le point L. 

Si dans l'expression de y, sous la forme 

y-^+ f- 

On fait 03 = H; oc, on trouve y = 4. 

Si on donne à x une grande valeur — N, on a 

^ + 1- 

y = 4 — — .-— -; la valeur de y est plus petite que 4 ; 

à gauche, la courbe est au-dessous de l'asymptote. Si 
on donne à x une grande valeur + N, on a 

4--L 
y= 4H r 

- • N+^ 

Dans la partie droite, la valeur de y surpasse 4, la 
courbe reste au-dessus de l'asymptote. D'ailleurs la 
courbe est toujours au-dessus de l'axe des x, car les 
deux termes de j/sont essentiellement positifs quel que 
soit le signe de x qui n'entre que dans des carrés. 

69. Quelles sont les variations de la (onction 

— ^ 

Si l'on résout l'équation par rapport à a?, on obtient 



X 



= -2-îi±^/'+îV 
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Le radical étant toujours réel quel que soit y, il n'y a 
ni maximum ni minimum. 

Pour 

x = o,yz=:o\ 

la courbe passe 

à l'origine. 

Pour X =± 1, 

^ 







V 


N 


•% 

1 


F X 


OC' Z K 


j 


V 

M 


à 




H 


& 



soit 0H = 0K = 1, 

les droites S T et V R sont deux asymptotes. 

1 
On peut écrire y = -^ 

JC 

X 

Pour a? = ± oc, y zz 
L'axe x est la troisième asymptote. 
Les asymptotes V R et S T séparent les trois branches 
de la courbe (37). 

Soit a? = — 2 = — OC;î/ = ^-^^ zz y = C D, 

ce qui donne le point D appartenant à la branche a/ D V. 

Soit;r = 2 = OF ; j/ = ^-1^ =_1 = _ F G, 

ce qui donne le point G appartenant à la branche T G a?. 

1 2 

Si l'on fait ce = ± -^ > 2/ — — "o" > ce qui donne 

deux points M et N appartenant à la troisième branche 
qui passe par l'origine 0. 
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Si Ton pose a? in «, on a y = . >g , ce qui donne 

un point de la courbe. 

Si Ton fait ensuite a? = — «, on a y z= . ^ ; ce 

qui donne un autre point de la courbe. Pour ces deux 
points, les coordonnées sont égales en valeur absolue, 
mais de signes contraires ; la courbe est symétrique 
par rapport à l'origine (n° 9). 

Les résultats de la discussion peuvent se prévoir ou 
se vérifier. Loirsque x est compris entre — 1 et -f- 1> le 
dénominateur de y est positif, et le numérateur est 
d'abord négatif, puis positif, ce qui donne la branche 
intérieure R S. 

Lorsque x est plus grand que l'unité en valeur abso- 
lue, le dénominateur est toujours négatif; pour a? < — 1, 
le numérateur est négatif; y est donc positif, dans la 
branche x' D V. 

Pour ^ > 1, le dénominateur est négatif, mais le nu- 
mérateur est positif; j/est donc négatif, dans la bran- 
che ^G X. 



Digitized by VjOOQIC 



CHAPITRE VII. 



RESOLUTION DE QUELQUES INEGALITES. 

70. A quelle condition le trinôme 

y=::ax^'{-J5x'-\-c 

sera-t-il toujours soit positif, soit négatif, pour toutes 
les valeurs de x positives ou négatives ? 

Considérons Téquation ax^ -{-bx-^-c = o. 

Si ses racines étaient réelles et inégales, en donnant 
à X une valeur prise entre les racines, on rendrait le 
trinôme négatif, si a avait le signe -|-, ou bien positif, 
si a avait le signe — ; et si Ton prenait pour x une 
valeur en dehors des racines, on donnerait au trinôme 
le signe de a. Le signe du trinôme dépendrait donc 
des valeurs de a?. Il faut donc que les racines soient 
imaginaires; alorsy aura toujours le signe du terme aœ^. 

La première condition est donc 

b^ — k ac <o, ou b'^ <^ a c. 

Comme 6^ est positif, il faut que a c\e soit ; les fac- 
teurs a et c devront avoir le même signe. Pour que le 
trinôme soit toujours positif, il faudra que a soit positif, 
ainsi que c. Pour que le trinôme soit toujours négatif, 
a devra être négatif, ainsi que c. 

En résumé, pour que le trinôme soit positif, on écrira 
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6* — kac <o 
a> 

et pour que le trinôme soit toujours négatif, on écrira 

6' — kac < 
a <o 

71. On demande entre quelles limites peut varier la 

3 
quantité h, pour que l'inégalité œ^ + 2 hx+ h >j-p^ 

soit vérifiée pour toutes les valeurs de x positives ou 
négatives. 

(Baccalauréat es sciences, Paris, 1884.) 

On doit avoir 

aî2-4-2A x+ h —Jq> 0. 

Le signe de. ce* est positif; la seule condition à poser 
sera 

ou bien 



-(*-^)«. 



4'-*+-^<o. 

Il est facile de résoudre €ette nouvelle inégalité qui 

ne contient qu'une variable. 

3 
L'équation h^ — A + ttj =^ o> si P^^^ racines 

Pour que ce trinôme soit négatif, comme son pre- 
mier terme A* est positif, il faut prendre h entre ses ra- 
cines ; on aura 
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1 ^ 3 

Le coefficient h admet une infinité de valeurs entre 
ces deux limites. A chacune de ces valeurs correspond 
une parabole particulière dont l'équation est, 

y = /p* + 2 Al a? 4- Al 

3 
et qui a toutes les ordonnées supérieures à j^* 

2* Méthode. 

3 
Soit y==x^ + 2hx-\-h — ^• 

Les coordonnées du sommet de la parabole sont 

" 2a ' ^~ ka 16 ^ ' 

On a encore à résoudre Tinégalité 

3 

— h^ + h — rs > o> qui donne 

-<A<4- 

La parabole aura un minimum, car le signe de x^ est 
positif ; et ce minimum sera p > o ; donc le trinôme sera 
toujours positif. 

1 

Prenons par exemple A = ■;^ ; on a 

L'ordonnée est essentiellement positive. 

3^ Méthode. 

La parabole dont l'équation est 
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y = X^J^2hx-\-h — '^ 



présentera un minimum, car le signe de a?' est posi- 
tif. Les coordonnées du sommet sont 

3 
a = — A, p = A — j^ — A«. 

Si on élimine h entre ces équations, on aura le lieu 
des sommets de toutes les paraboles exprimées par 
réqualion (*) 
on obtient 



o 



6 = — «« — a. 



Ce lieu est lui-même une parabole quMl s'agit de 
construire. 



4 



Pour et = 0, iS = — ;j^ = — B. 



- — - Pourp=— j^,«= — 1=— OA 
. lo 



Les racines sont 
3 



= — OM 



«" = — -f= — ON 
k 



Le maximum a lieu pour a = = — OC; alors 



pour a = dh oc, ;3 = — oc. 

p est positif si l'on a 
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et par suite 
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3 1 

-T<"<-- 



3 r. 1 



En changeant de signe, l'inégalité change de sens ; 
on aura donc 

Si Ton construit une parabole particulière en prenant 
h entre ces limites, son sommet sera sur l'arc M D N, et 
elle sera convexe vers le bas ; ses ordonnées seront 
toutes positives. Mais si Ton construit une autre para- 

1 
bole particulière en prenant h égal à -=- par exemple, son 

sommet sera sur Tare N B ; elle aura des ordonnées né- 
gatives si Ton prend x entre les racines. On fera bien 
de dessiner avec soin le lieu des sommets et les parabo- 
les particulières. On verra que, dans chaque cas, les 
coordonnées du point minimum vérifient Téqualion du 
lieu des sommets. 

72. Quelles valeurs faut-il donner à h pour que le 
trinôme 

(A _ 2) ^2 + 2 (2 A — 3) ^ + 5 A — 6 

soit constamment positif quel que soitâ?? 

(Enseignement secondaire des jeunes filles, certificat d'aptitude, 1886.) 

Si le premier terme est positif et si les racines sont 
imaginaires, le trinôme aura toujours le signe positif de 
son premier terme ; on doit donc avoir les. conditions 
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h>2 
(2 h— 3)« — (A — 2) (5 A — 6) < 0. 

Cette dernière inégalité conduit à la suivante : 

_A« + 4A-3<o. 

Les racines de Téqualion h^ — kh + 3 = sont 

A' = l 
h' = 3. 

Pour que le trinôme soit négatif comme son premier 
terme, toute valeur de h sera prise en dehors des ra- 
cines ; on posera 

A< 1, A> 3. 

L'inégalité A > 2, exclut A < 1 ; on aura donc enfin 

' 3 < A< + oc. 

Ainsi on pourra prendre pour A un nombre quelcon- 
que plus grand que 3. 
2« Méthode. 
Les coordonnées du somm,et de la parabole sont 

6_ _ 3— 2A 

"~ 2a " A— 2 

b^ K7. A (2A — 3)« 

p = c— 7— = 5A — 6 — ^^-7 çT 

ka h — 2 

Si on élimine A entre ces deux équations, on obtient 

^ _ a2 +4« + 3 

^ — 2 + « 

C'est réquation d'une hyperbole sur laquelle se trou- 
vent tous les sommets des paraboles lorsque A varie 
entre — ex: et + oc. 
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Construisons cette courbe. 




Si p = 0, on aura 

«« + 4 « + 3 = 

_â a' = -3 = — OB' 
a" = — 1 = — B" 

Pour a=— 2, |3z=±oc; 
ce qui donne Fasymptote 
VT. 

Pour avoir la seconde, on divise le numérateur de P 
par son dénominateur après les avoir ordonnés par 
rapport aux puissances décroissantes de la variable ; 
on obtient 

L'équation 2; = a + 2 représente la seconde asymptote. 

Pour a = 0, on a 2; = 2= E. 

Pour îî = o, on a «zz — 2 = — D. 

Cette droite coupe les axes en Eet en D ; la branche 
de gauche est V B' S, et celle de droite C B" T. 

C'est entre a = — 3, et « = — 2, que p est positif, 
comme aussi entre a = — 1, et a = -|- oc. Il faut d'ail- 
leurs que p soit un minimum, afin que toute valeur de 
y, alors supérieure à p, soit positive ; il faut donc que 
l'on ait A — 2 > 0. 
3 — 2A 

• Posons d'abord 

3 — 2A 



— 2 



> — 3 
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Comme A — 2 est positif, on peut multiplier par ce 
dénominateur sans changer le sens de Tinégalité. 
On a successivement 

'-2*>-3 



A — 2 

3-2A> — 3Â + 6 
A>3 
Soit ensuite 

on en déduit 

3 < 4 

quel que soit h, qui pourra ainsi varier entre 

+ 3et+oc. 

Venons à l'autre intervalle de B" à + «= ; 
Posons : 

A— 2 ^ 

3 — 2A>— A + 2 
\>h 

Celte inégalité, et A > 2, sont en contradiction. 
Il reste donc le résultat précédent 

3< A < +OC 

Ainsi les paraboles auront toutes leur sommet sur 
Tare B' V, comme on pourra le vérifier en prenant par 
exemple A = 4 et en construisant la parabole particu- 
lière î/ = 2 a?* + 10 a? + 14. Elle est convexe vers le 
bas, et Tordonnée de son sommet est positive. Elle n'a 
donc pas d'ordonnées négatives. 
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73. On veut que la courbe représentée par Tét^ua- 
tion 2/ = (2 — h) w^ + hœ + 1 n'ait pas d'ordonnées 
négatives. On demande entre quelles limites on peut 
prendre l'indéterminée h. 

Le problème sera résolu si le coefficient a = 2 — A, 
est positif, et si l'équation 

(2 — h)w^ + hx+ 1=0 

a ses racines imaginaires ou égales. 
On posera dooc 

2 — h>o 
A« — 4(2 — Â)<o. 

L'équation 

h^ + kh — 8 = o 
a pour racines : 

h' = — 2 — 2 j/F- — 5,464 
h" = —2 + 2 1/31=1,4 64. 

Son premier terme étant positif, pour que le trinôme 
soit négatif, on prendra h entre les racines, ce qui donne 

— 2-2 (/T<A< — 2 + 2 |/T 

Comme2 1/3^-2=2x0, 7 3 2. .., rinégalitéA< 2 
sera satisfaite. 

Cherchons encore le lieu géométrique des sommets 
de toutes les paraboles lorsque h reçoit une infinité de 
valeurs. 

b —h . 6« , h^ ■ 



— 2a~ k — 2h''^~ ka~ 8— 4A 
Si on élimine h entre ces deux équations, on obtient 
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p=l. 



Construisons Thyperbole. 

Vf 




Pour a = 0, 13 = 1=0(?. 

Pour p = 0, on a 
1 

a — Y + ^' = 0. 

La courbe coupe Taxe des 
X aux points B' et B" don- 
nés par 



a"= 1 ^ =-.1,366 = — OB" 

a' n ~^+ ^^ = 0,366 = B' 

Pour a = -5-, 13 zr zt oc ; ce qui donne l'asymptote 

VT. 

Par une division, on a 

1 



P = - + -2- 



réquation de la seconde asymptote est 



^=« + ■2- 
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3 
Pour a = o, ij = Y = OE 

3 
Pour zzzo^ « = ^=: — OG 

Celte asymptote est R S. 

L'ordonnée P du sommet de la parabole serait posi- 
tive sur Tare B' C B", et sur la branche V D R. Exami- 
nons ces deux cas. 

1^ Pour Tare B' G B", on a 

2 ^ ^ 2 

Or a = "^ ; le facteur 2 — h étant positif 
on a donc 

On déduit de là 

2 — v/3 2 + v^3 

Ces limites ne diffèrent pas de celles qui ont été déjà 
trouvées et qui sont 

— 2 — 2vr3 et — 2 + 2v^'3" 

En effet, par une transformation souvent employée 
on a 

2 — 2/T _ (2~2t/'3)(2 + /'3) _ — 2 — 2/3" 
2— /T""(2— /T)(2 + j/r) 1 

24-2v/~ (2 + 2V'3^(2 — ^/?) __ 2VT — 2 
2 + VT'"(2 + v/^(2-\/3)"" 1 
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Ainsi l'arc B' C B" répond bien à la question. 
2» Quant à la branche V D R 



, d'où h = 2 + — 



On a 


«> 


1. 

Y' 


Or 


a = — 


h 


2(2 — A) 


Pour 


•4 


,h>2 



La parabole dont Téquation -est 

y=={2—h)x^ + hx + i 
est convexe vers le haut ; d'ailleurs les racines du tri- 
nôme sont réelles, et si l'on prend x en dehors, les or- 
données sont négatives. Donc la branche V DR ne ré- 
pond pas à la question. 

On prendra par exemple « = 1 , 5 ; ou A zn 3. 

On construira la courbe représentée par 

/ o 3 , 9 9 ,, 



=-(-4)'+ 



y = -{ ^-— ) + X 



3 13 

Pour a? = ^ = k, y zz^ -7-; l'abscisse du sommet H 

3 
est 0? ru ç ; elle donne un maximum, et non un mini- 
mum ; pour a?=:±oc, yn: — oc. La fonction aura 

des valeurs négatives. 

3 
Si dans la fonction p on prend « = ^7 = ^ , on obtient 

13 
15 = -T- ; c'est une vérification. 
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CHAPITRE VIII. 

ÉQUATIONS DONT UN DÉNOMINATEUR RENFERME l'iNCONNUE. 

ÉQUATIONS DONT UN FACTEUR EST UNE FONCTION 

ÉTRANGÈRE A LA QUESTION. 

74. Dans la construction d'une courbe, lorsqu'on 
cherche les points où elle coupe l'axe des a?, on a une 
équation à résoudre. Il est important de le faire sans 
introduire de solution étrangère qui amènerait des con- 
tradictions, et empêcherait la construction de la courbe. 
Ce genre de difficulté se rencontre lorsque Téquation 
à résoudre présente à Tun de ses termes un dénomina- 
teur qui est une fonction de l'inconnue, et lorsqu'on 
chassant ce dénominateur, l'équation nouvelle donne 
une racine qui annule ce dénominateur. Il sera aisé de 
montrer la raison do celte difficulté, d'expliquer pour- 
quoi on la rencontre assez rarement, et enfin de pro- 
poser de bons procédés pour écarter la difficulté lors- 
qu'elle se présente. 

Les anciens désignaient les fractions sous le nom de 
nombres rompus, par opposition aux nombres entiers. 
Pour les Arabes, faire disparaître un dénominateur, 
c'était guérir la fracture du nombre rompu, par un 
artifice appelé al-jebr ; de sorte que l'algèbre doit son 
nom à une opération qui n'est pas toujours légitime. 
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75. Soit réquation 

a? — 1 a? — 1 

. Si Ton chasse le dénominateur, Téquation 

X {x — \) + X =x — 1 + 2 — X 

admet deux racines a?' = — 1, â/' = 1. 

La dernière annule le dénominateur. Si on la subs- 
titue dans l'équation proposée, on obtient 

1 1 

Cette fausse identité pourrait tromper les commen- 
çants. Posons X == \ + 0^. 

Pour que la racine x' = 1 pût convenir, il faudrait 
que a fût égal à zéro. L'équation proposée devient suc- 
cessivement 

1 +a + .-^= 1 + — — - 

(X. <x. 

1 1 

«+— +1=— -1 

On peut retrancher de part et d'autre la quantité 

1 

— , quelle que soit la valeur de «, si voisine qu'elle soit 

de zéro ; il reste « = — 2 ; on a donc xzziX — 2zz — 1. 
Ainsi la racine a/ = — 1 convient seule à l'équation 
primitive. 

On peut encore le voir autrement. En réunissant les 
termes qui ont le même dénominateur, l'équation donne 

. 2 — 2ir ^1— â? ç,x — 1 

X — 1 = T- == 2 y = — 2 j 

X — 1 x — \ 0? — 1 
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X t 

L'expression _^ est toujours égale à Tunité pour 

toute valeur de x, si voisine qu'elle soit de la fausse 
racine x" = 1. On a donc 

a? — 1= — 2, d'où a? =x — t. 

76. Prenons un autre exemple : 

^ =2+ ^ 



X — 1 X — 1 

En chassant le dénominateur, on a successivement 

af^^{x—\) + x 
a^ — ^x + 2 = 

Cette équation est du 3® degré ; on voit aisément 
qu'elle admet la racine a? — 1 ; le polynôme est donc 
divisible par x — 1 ; le quotient est a?* + ^ — 2 ; l'é- 
quation devient 

{x — \) {x^+x—2) = o 

Elle sera satisfaite si l'on a 

X — 1 =0. 
ou bien 

x"^ + X — 2 = 

On obtient les trois racines 

x' ==l; x' = — 2; x"' = \. 

Mettons dans l'équation primitive la racine a?' = 1 ; 
il vient 

1 1 

' 

Ce résultat qui paraît contradictoire, ne signifie rien 
en réalité. Posons encore a? =: 1 + «. 
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L'équation primitive donne 

a "^ a 

a ' a • 

«(a+3)=0 
D'où a'iZO, a" = _3 

On a donc a?'i=l, a:"r= — 2. 

L'équation n'admet que deux racines, et non trois 
comme l'équation obtenue par la disparition du déno- 
minateur. Celle-ci avait deux racines égales ; l'une 
d'elles était étrangère à la question. 

On peut arriver autrement à ce résultat. L'équation 
donne su'^cessîvement 

a^ — X 



X — 1 



= 2 



x(x+A){x-\) ,, 

— ^^=^1 -^ 

05 (^ + 1) — 2 = Q 

a?* +. a? — 2 = 

On retrouve l'équation dont les racines sontl et —"2. 

La première convient, bien qu'elle annule le déno- 
minateur, ou plutôt bien qu'elle soit égale à celle qui 
annule ce dénominateur. 

77. Soit en général l'équation 

X — a 
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A et B étant des fonctions de Xj entières ou fraction- 
naires. 

t"* Supposons d'abord que le facteur x — a ne soit 
pas contenu dans B. L'équation 

k{x — a) = h 

n'aura aucune racine égale à a. En multipliant par 
X — a^ qui n'est pas nul, on n'introduit aucune racine 
étrangère. Ce cas est celui qui se présente le plus fré- 
quemment. Il est alors permis de chasser les dénomi- 
nateurs. 

2^ Mais supposons que l'on ait B =: B' (a? — a). 

La véritable éq.uation sera 

A = B' ^£zi£), ou bien A = B' 
X — a 

et d'ailleurs elle pourra bien avoir encore pour racine 
x = aj dans certains cas particuliers. 
En faisant usage de l'équation 

A{x — a) = B 
c'est-à-dire, de l'équation 

A{x — a) = B'{x-- a) 
aux solutions de la véritable équation 

A = B' 

on ajoute la solution étrangère x = a, 

78. On introduit des racines étrangères lorsque pour 
chasser 'es dénominateurs qui renferment l'inconnue, 
on ne multiplie pas seulement les deux membres de 
l'équation par leur plus petit multiple, mais par le 
produit de tous les dénominateurs, 
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Considérons par exemple Téquation 

_l . 1 _ 1 

a?— l"^a? + 1 — a;« _ 1 ' 

1" Si on multiplie par a?* — 1, on aura 

Comrae le second membre, qui est l'unité, n'est pas 
divisible par a? — 1, ni par a? -|- 1, il a été permis de 
chasser le dénominateur a?* — 1. L'équation devient 

d'où x = ^* 

2"* Supposons maintenant que l'on chasôe les déno- 
minateurs du premier membre, on aura 

ou bien 2x = - — a . 

Si on chasse maintenant le dénominateur œ^ — 1, 
sans remarquer que B est divisible par ce dénomina- 
teur, on aura 

2a?(^2 — l) = (a; + \){x — l) 

ou bien (2 a? — 1) {x^ — 1) = o. 

1 

Ce qui .donne encore a?' =-^; mais on a deux solutions 

étrangères af = \jaf" zz — 1 . 

Il est donc nécessaire d'employer la méthode du plus 
petit multiple. Il ne s'agit pas seulement ici de sim- 
plicité, mais d'exactitude, ce qui est plus important. 
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Mais il no faut pas oublier que si une racine de 
réqualion transformée vient annuler ce multiple, ce 
qui est d'ailleurs très rare, il faul la vérifier, comme 
dans les exemples déjà étudiés, et qui sont des cas 
particuliers dépendant de la théorie exposée au n"* 75. 

Soit par exemple Téquation 

x — i +{x^ — l)(x — 2) ~ (a?+l) {x — 2) 

Si Ton multiplie chaque terme par le plus petit mul- 
tiple qui est {x'^ — i) {x — 2), on arrive à l'équation 

5 1 

x^ — ^ a? + î = o> dont les racines sont ip' = -— , 

et a?" = 2. 

La seconde annule un dénominateur ; il faut la vé- 
rifier. 

On peut d'abord multiplier para? — 1 et para? + 1, 
facteurs qui ne sont pas nuls ; on obtient 

Posons a? = 2 4- a, ou a? — 2 = «. 
On a successivement 

a a 

4 + 4«+a*_4 + 4a 



3 + « + 



3 + « -f a s= 



La racine unique est donc différente de af = 2. 
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Oji peut d'ailleurs arriver au même résultat en met- 
tant réquation primitive sous la forme. 

4a? — 4 —ûî* 

on a a? + 1 = s — 

X — 2 

Ici B est divisible par x — 2 

on a X + l = — a? + 2 

d ou a? = — . 

79. Il est bon de compléter les observations précé- 
dentes par une remarque importante. Supposons que 
renoncé d'un problème conduise à une équation 

fiœ). F (a?, n) = o 
et que Ton cherche la valeur de x qui satisfasse à cette 
équation pour une valeur particulière de n. Comme x 
est, par hypothèse, une fonction de n, sa valeur doit 
être tirée de Téqualion 

F {Xf n) = 0. 

L'équation f {x)-=.o donnera souvent une solution 
étrangère. Supposons pourtant que l'équation f {x) = o, 
donne une valeur particulière x ^=^a satisfaisant à la 
question pour n =^ n\\ elle devra satisfaire à l'équation 
générale modifiée F (a?, ?ii) = o ; celle-ci donnera donc 
a? = a. On a donc le droit de négliger le facteur /(œ) 
sans perdre aucune solution. Il y a même avantage à le 
faire ; car l'équation /* (x) =z o ne fait pas connaître la 
valeur 7t = wi à laquelle répond la racines? =r a, ce 
qui peut donner une idée fausse. Cette remarque sera 
bientôt appliquée à des exemples pris dans la géométrie 
(n**81,82 et 83). 



Digitized by VjOOQIC 



CHAPITRE IX. 



QUELQUES PROBLEMES DE GEOMETRIE. — VARIATION DE 
LA CONSTANTE. 




80. Les côtés d'un 
triangle rectangle sont 
3, 4 et 5. La distance du 
sommet de Tangle droit 
à un point M pris sur 

l'hypoténuse est représentée par h Déterminer le point 
M de manière à ce que le rapport de 7* au produit des 
deux parties de l'hypoténuse soit égal à un nombre 
donné fc. Quel est le nombre de solutions. 

(Baccalauréat ès-sciences, Besançon, 1886.) 

Abaissons la perpendiculaire A D sur B 0, et joignons 
le sommet A au milieu C de l'hypoténuse. 
Soient A = 3 

ABzz 4 

BO =5 

DM = h 
On aura les équations 



a? (b — a?) 



■X) 
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Il s'agit d'éliminer h et l. 

,_ ?* + a?' — 9 16 — r — (5 — a?)« 
2a? 2 (5 -a?) 

On tire de là 

^ - 5 

Cette quantité est essentiellement positive. 
Au moyen de la première équation, on obtient 

^^ 5a?«— 18a? + 45 
5 iP (5 — X) 

Ou bien 

C) 5 (fc + 1) ce* — (25 fc + 1 8) a? + 45 = 0. 

On en déduit 

^ _25_fc4-13 _^ v/(25 ky — 24^ 
10(/c + l)- 10(/c+l) 

En égalant à zéro la quantité soumise au radical on 

• fj 24 ,, 24 

a pour racmes kf = — sm-, ^ == kp-. 

Pour quelle trinôme soit positif, il faut prendre k en 
dehors des racines. A cette condition, il y aura pour 
chaque valeur de /c, deux valeurs de Xy ou deux po- 
sitions du point M. 

k < — ^. Ce maximum aura lieu pourrir = — 15 

24 15 

k > ^. Ce minimum aura lieu pour a? =: -=- = B E. 

D'ailleurs pour a? = o, ou pour a? = 5, le rapport k 
est infini. 
Considérons les deux racines qui répondent à une 
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24 , 
valeur particulière de k prise entre -ot- et-j- «=• Sup- 
posons la condition â? < 5. En substituant ce nombre à 
la place de x dans le trinôme (*), dont le !•' terme est 
positif, on obtient + 80. Donc 5 est en dehors des raci- 
nes. On a 

^ < af < af 
ou bien x' < œ" < ^ 

Or on a d'ailleurs a? < 5. C'est la seconde ligne qui 

est exacte. Ainsi, les deux racines réelles et positives 

conviennent à la question particulière. Par exemple, 

9 5 

pour fc = t,ip'=-s- = D, a?^ = -^ = OC. Le point 

M est alors au point D, pied de la hauteur, ou au point 
G, milieu de Thypolénuse ; dans ces deux cas, l est la 
moyenne proportionnelle entre les deux segments de 
cotte ligne. Le minimum a lieu en un point E pour le- 

quelOE = -y. 

Si le point M se meut de vers B, lorsqu'il est en 

0, A = c« ; ce rapport décroit vers -^ , en passant 

par l'unité, au point D ; puis il augmente, passe par 
l'unité au point G, et redevient infini au point B. Le 
rapport passe deux fois par chaque valeur particulière 

comprise entre ôe ®*^ + «=• 

Représentons k par t/, et construisons la courbe qui 
a pour équation 

^ 5 û? (5 — a) 
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y 


V,. 






• « a 


^ 




■ JP 


^ 1 


ft c 




^ 


R 




y^'^ L 



Pour a? =: 0, on a t/ = ± ex:; Taxe o y est une asymp- 
tote. 

Pour iï?= SiroB, yir itoc;la parallèle B 2j est 
une seconde asymptote. 

On peut écrire 



y 






S_6 



Pour a?=±:oc, y = — 1= — OR: la droite R L 

parallèle à o â?, est la troisième asymptote. 

15 24 

Pour a? = -=- = E, on a le minimum E F = ^* 

Pour xzz — 15 = — OG, 

1 • no 24 

on a le maximum — G H = — ^ • 

Ce maximum indique que la courbe traverse l'asymp- 
tote R L. 

Posons t/ = — 1 = — n — 7= \ — ; 

^ 5x(5 — a?) ' 

on en tire 05 = — 6,45 zz — N. 

La branche de courbe située entre t/ et ^z repré- 
sente la question particulière de géométrie proposée 
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dans renoncé, lorsque le point M resle entre et B ; 
le rapport figuré par l'ordonnée t/, va de -|- oc au mini- 
mum E F, et de ce minimum à + «=• Pour chaque va- 
leur particulière de y, il y a deux valeurs différentes 
de ^, telles que D et OC. 

Remarquons que le numérateur de la fonction y ne 
peut être égalé à zéro, et qu'il est toujours positif. L'or- 
donnée y doit son signe à son dénominateur. Si Ton a 

< a: < 5, 

le dénominateur est positif, et il en est de même de 
2/ ; on a la branche yE Z. 

Si X est plus grand que 5, ce dénominateur est né- 
gatif ; on a la branche L S. 

Si œ est négatif, le dénominateur est lui-même négatif, 
comme le montre la troisième branche de la courbe du 
troisième degré. 

81. D'un point P pris sur 
le prolongement du diamè- 
tre A B d'une circonférence 
de rayon R, on mène une 
tangente P C à celte circonférence, et l'on fait tourner 
la figure autour de A B P. On demande à quelle dis- 
tance du centre o il faut prendre le point P, pour que le 
rapport de l'aire latérale du cône à l'aire de la zone G B, 
soit égal à un nombre donné m. Le problème est-il tou- 
jours possible quelle que soit la valeur de m ? 

(Enseignement secondaire des jeunes filles, Agrégation, 1885.) 

On a l'égalité 

îc•CDxCP = ?;^•27^RxDB 
Le double de la surface du triangle rectangle C P est 
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a;xCD = RxCP 



Ona CP=Ja;* — R*,etparsuiteCD=5j^ — 5! 

X 

D'ailleurs DB= R — D = R — - = "^^~ ^^ 

X X 

L'égalité primitive devient 

(a^_Rî) 2^R(a? — R) 

X X 

ou bien 

(*) £n^(^4. R - 2 w R) = 

On satisfera à Téquation en égalant à zéro chacun des 
facteurs : 

/fx a?— R 

(•) =0 

f) a? + R — 2wR = o 

Or on cherche la valeur de x qui répond à chaque 
valeur particulière Aem ; x est une fonction de m; donc 
l'équation (3) doit seule donner cette fonction, qui est 

iz? = R (2 w — 1). 

L'équation (^), ou la formule qu'on en tire, donne les 
valeurs de x qui correspondent à toutes les valeurs pos- 
sibles de m ; donc la solution particulière a? = R, tirée 
de l'équation (•), doit se trouver, si elle est bonne, parmi 
les valeurs de x comprises dans l'équation (^), ou plutôt 
dans sa formule de résolution. En effet, pour m = 1, on- 

^ R 

a a? = R. On peut donc supprimer le facteur qui 

est indépendant de m (n^^ 79). 
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On a généralement x> R 
ou bien 

R (2 w — 1) > R 
d'où 

m> l 

On peut donner à m toutes les valeurs plus grandes 
que Tunité. Si x tend vers le rayon, le rapport des deux 
surfaces décroissantes tend vers Tunité. 

Remplaçons m par y ; on a 

1 ^ 1 
Î/ = 2R^ + T 

c'est l'équation d'une droite facile à construire. Elle 
figure la variation du rapport lorsque x varie entre 
R et oc. 
Prenons le rayon pour unité. L'équation est alors 




i , 1 



i 

Pour a? = o, y=:-- = oB 
Pour 1/=:0,X = — 1 =r — oA 

Pour ii?==l = OC, t/=l = CD 
Pour iZ?=:-|-oc,y== + oc 
C'est à partir de C D que les ordonnées de la droite 
représentent le rapport considéré. 

82. Une sphère de rayon 
R, et un cône droit dont 
le rayon de base est R, et 
la hauteur 2 R, sont posés 
sur un plan P. On coupe 
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les deux solides par un plan Q parallèle au plan P, si- 
tué à une distance x du plan P. 

1^ Déterminer x de façon que les sections faites par 
le plan Q aient la même surface. 

2"* Déterminer x de façon que le volume du tronc de 
cône soit égal à n fois le volume du segment sphérique 
compris entre les mêmes plans. Pour quelles valeurs 
de n le problème est-il possible ? 

(Enseignement secondaire des jeunes filles, certificat d'aptitude 1885). 

1*^ partie. 

Les sections du cône sont proportionnelles aux car- 
rés de leurs distances au sommet. Si S est la section à 
la hauteur x^ ou à la distance du sommet marqué par 
2 R — 0?, on aura la proportion 

it (2 R - xY 



S _ {2ï{-x)^ d'oùS-: 
TÎT- (2R)» >^^»^- 



La section de la sphère est égale à ^t A D*. Or A D est 
la moyenne proportionnelle entre A B et A ; la sec- 
tion sera it a? (2 R — x). 

On aura donc Téquation 

(2R — a?)* =4a?(2R — a?) 

ou bien 

(2R — a?)(2R — 5a?) = o. 

2 R 
On aura deux solutions, a:* = 2 R, a/' = -^ = o, 4 R. 

La solution û;' = 2 R ne convient pas. En effet, le rap- 
port des deux sections est 7 — ^-70-13 — "^ = — Ti: — 
^ 4wa?(2R — a?) 4a? 

Si Ton fait ce = 2 R, ce rapport est égal à zéro ; les 
deux sections ne sont donc pas égales (n^ 79). 
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Si Ton désigne par y le rapport de la seclion du cône 
à celle de la sphère dont le rayon peut être pris pour 
unité, on a Téquation 

2 — œ 

qui représente une hyperbole (n^ 14). Ses asymptotes 
sont Taxe des y^ et une parallèle à Taxe des x ayant 

1 
pour équation zzz — j- • La courbe coupe Taxe des 

abscisses au point déterminé par a; = 2. Lorsque x va- 
rie entre o et 2, le rapport varie entre + oc et o. 

Pour a? = -n-j^ = 1. 

2* partie. 

Si Ton désigne par r le rayon de la petite base du 
tronc de cône, son volume sera 

Les triangles semblables donnent 

r _2R — a? ,, . 2R — a? 
R- 2Tr-î dour = -^— ; 

par substitution, le volume devient 

Tra? / a?» — 6Rag+ 12R« \ 
^ - T\ 4 / 

On peut considérer le segment comme l'excès du 
secteur C E D sur le petit cône CED. 

Le secteur est égal à la calote sphérique multipliée 
par le tiers du rayon ; on aura donc 

R 2 
Secteur = 2w Ra?xy=j^R*a? 
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Cône = TT A D« 5^ = ;,a?(2R-.aî) (5^\ 

Le volume du segment est 

V'^^R^o?— ^(a:« — 3Ra?+2R«) = ^'(3R — a?) 

on arrive plus rapidement à ce résultat, si l'on sait que 
le segment est égal à la moitié d'un cylindre dont la 
base a pour rayon Â D, dont la hauteur est œ^ plus 
une sphère ayant cette hauteur pour diamètre. 

Par hypothèse, V = n V ; on a donc l'équation du 3* 
degré 

ira? /ir« — 6Ra? + 12R«\ ni^œ^,^^ . 

T \ 4 / = "T" (3 R-^) 

ou bien 

ira?/ , o i> , a?« — 6Ra? + 12R«\ 
-K- (wa?* — 3wRa?H —^ )=o 

On peut, sans perdre aucune solution, négliger le 
facteur -^ qui est indépendant de n. La véritable équa- 
tion est comprise dans la parenthèse égalée à zéro (79) ; 
elle devient : 

(4n + l)a?« — 6R(2n + l)a?+12R* = o. 
La formule générale est 

_ 3R(2^ + ^) -^ R /36 7i« — 12 7^-3 

4^ + 1 ' 4n+l 

En égalant à zéro la quantité placée saus le radical, 
on trouve nf = — -g- 



nff 



r = 



1 
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Pour que le radical soit réel, on doit prendre pour 
n des valeurs en dehors des racines. 
On aura donc 

1 

1 
Le maximum, ^ aura lieu pour a? = 6 R. 

1 

Le minimum,-^ aura lieu pour â? = 2 R. 

Le calcul donne pour chaque valeur de n deux va- 
leurs de X. Or, on a a? < 2 R. Remplaçons w par 2 R 
dans le trinôme 

(4 n + 1) a?* — 6 R (2 n + 1) 0? + 12 R«. 

La substitution donne 

4(1— 2w)R«. 

1 

Or si ^ est > -^ ^ 2 ^ est > 1 ; le trinôme est néga- 

iif) ou de signe contraire à celui de son premier terme ; 
on a donc 

a?'<2R <ar 

Comme il faut ce < 2 R, on fera x = afyi\ faut donc 
rejeter le signe -}-• Ainsi dans la question particulière, 
il n'y aura qu'une solution pour chaque valeur de n com- 

1 
prise entre — et + oc. Alors x varie entre 2 R et zéro. 

On peut écrire : 
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X — - 



'K'+^)-''v'36-i^-4- 



4+- 



n 



Si l'on fait tî = oc, on a bien 



6R — 6R 
X = î = 0. 



On retrouve la solution indiquée par le facteur com- 
mun a? (79). 

Remplaçons n par y ; prenons le rayon pour unité, 
et construisons la courbe qui a pour équation 



y = 



kx{3 — œ) 



N 


\ 




1 


2 







D 




CL 6 X 




B 


l.^"- ■ c"""^-^ 


-— -^.^^ H 








r 



Pour a? = 0, y = ±00 ; Taxe o y est une asymptote. 
Pour û? = 3 = 0(?, t/ = ± oc ; la droite c z est une 
autre asymptote. On peut écrire 



<!-) 



X 
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Pour a?=±oc,y=:— j- = — OH. La droite H K 

est la 3® asymptote. 

1 

Pour a? = 2 = B, on a le minimum B A = -s- 

1 
Pour 05 = 6 = G, on a le maximum G E = — r- 

Ce maximum indique que la courbe traverse son 

1 

asymptote. Posons y = — j- on trouve ûî = 4 = L ; 

ce qui donne le point K. 

La question particulière de géométrie est figurée 
entre les parallèles y et A B. On voit que pour cha- 
que valeur N de j/, il y a deux valeurs de x ; celle de 
gauche, plus petite que le diamètre figuré par B, 
convient seule au problème proposé. Par exemple, 

pour ^ = 1 = N, aj = ^JZ^ ^ o,88 = D. 

83. On fait tourner un demi-cer- 
cle autour de son diamètre A B, 
en même temps que le triangle 
-^ — ^ 1 rectancle P M, et le demi-cer- 
cle PNB. On veut que le rapport du cône à la petite 
sphère soit égal à un nombre donné m. Trouver la dis- 
tance du point P au centre de la grande sphère. 
On a réquation 

ou bien 
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L'expression de of, fonctioa de m, ne peut être don- 
née que par l'équation qu'on obtient en égalant à zéro 
la quantité entre parenthèse (n* 79) ; on a 

(•) (2 — w)a!« + 2R(»t4-l)ir — «»R« = 



d'où^==^i^±i)±iL±:i^L±i 

2 — m 2 — m 

Il s'agit de choisir entre les deux valeurs de x. 



2 — m 



2 — m 

!• Soit m< 2. 

La racine af a une valeur négative ; on doit faire ô^=sf. 

Par exemple, 
pour wi = 1, a? = R (/g"— 2) = 0, 2361 x R. 

2^» Soitw>2. 

Le terme (2 — m) w^ est négatif. On a la condition 
â? < R. Si Ton remplace x par R dans le trinôme (^), on 
obtient un résultat positif 4 R*. Le rayon R est d(mc 
compris entre les racines : 

. _ R(m + l) + Rv^49y^ + 1 



. R(m + i) — R^/4^ + l 
m — 2 

Ici, of est la plus petite racine. On a 

fl?^<R<a?' 
a? <R 
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r, p - —J{{m + i) + ^Jkm + \ 

On fera x = Qi' = — — ^ — ' ^ -ï— 

2 — m 

C'est la même formule que dans le premier cas. 
Soit par exemple w = 6, on a â? = -^ • 
Construisons la courbe donnée par Téquation 

^~ iS—xf 

le rayon étant pris pour unité. 

Pour 05 = 0, 
on a y = ; la 
courbe passe à 
t'origine. 

Pour 
a?=— 1=— OA 

y = o. 

Dans l'expres- 
sion de X en 
fonction de ^, pour que le radical soit réel, il faut poser 

1 1 

4)?i + l>o,oum> — -T-, ce qui donne û5= — -:r=: — OC; 

C D est le minimum. 

Pour a;=l = OB, 2/ = 4-oc;la droite B E est 
asymptote, vers la partie supérieure seulement, à deux 
branches de la courbe^ 

On peut écrire 

2a?» + 2a:. K^ + ¥) _ ^"^"^ 







M 


E \ 

N H 


^~^--^_ 


/ 






*~ 


r 


» 1 


l X 



" /, 2,1 \~, 2,1* 
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Pour û? = dboc,j/ = 2;la droite G H est une seconde 
asymptote pour chaque branche. Faisons y = 2 ; on a 

1 
0? = -y = P ; la courbe traverse l'asymptote au point 

M. Le volume du cône est alors double de celui de la 
petite sphère. Les ordonnées de Tare M E indiquent 
bien Taccroissement rapide du rapport du cône à la 
petite sphère, lorsque la dislance x varie entre o et le 
rayon B. Si Ton se reporte au choix d'une valeur de 
X pour la question particulière de géométrie, la courbe 
montre bien, lorsqu'on la coupe par des parallèles à G H, 
que pour m <2, il faut prendre la plus grande racine, 
et que pour m> 2, il faut prendre la plus petite. 

84. Trouver les trois côtés d'un triangle rectangle 
dont le périmètre est 2 p^ sachant que la surface totale 
du cône engendré par le triangle tournant autour d'un 
côté de l'angle droit, est égale à la surface du cercle 
ayant pour rayon l'hypoténuse. 

(Enseignement secondaires de jeunes filles, agrégation, 1886). 

Soient x^ y, z les côtés demandés ; on aura 

a? + 2/ + ^ = 2p 

(«) 0?» + y« = z\ 

Si le triangle tourne autour du côté y qui est alors 
la hauteur du cône, la surface de la base esf tt x', la 
surface latérale t^ xz\ la troisième équation sera, en 
supprimant le facteur commun tt, 

(^) 0? + iP iJ = z^. 

La seconde et la troisième équation donnent 
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X 

En mettant cette valeur dans ('), on a 
OU bien 

Posons ^ = t, t étant un nombre positif. 
L'équation précédente donne 

ou 

On en tire 

^ - 2 



^ = l/i±V5 



2 

Au moyen de l'équation (*), on obtient 

x-\-ta! + t*x = 2p 
d'où 

2p 



X = 



On a enfin 

2y 2_p 



X = 



1+L+A^ + y/l+^ 



2-2 
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y=. 



2pJ\±s[± 
^ 2 



D 



^.C-i^) 



*'- D 

Il est facile de vérifier ces résultats en les introduisant 
dans les équations. 

On demandait ensuite de calculer Zy dans Thypothèse 
de^ = 1, à moins d'un centième près. 

On a d'abord 

1^:^=1,6180 

v/L+3^ 1^2720 
D = 3,890 

2 X 1,618 



On trouve 






3,89 



0,8318 



-=W = '''*' 



y = 



_ 2x 1.272 _ 



3,89 



= 0,654 




85. Deux triangles isoscèles égaux 

^ ont leurs hauteurs sur une même ligne 

droite ; on donne la surface S de cba- 

C H' 
cun d'eux, et le rapport w-rr = w. 

Trouverla surface commune aux deux 
triangles en fonction de S et de m. En- 
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tre quelles limites varie cette surface lorsque m varie 
entre zéro et l'unité. 

(Enseignement secondaire des jeunes filles, certificat d'aptitude» 1887). 

On a d'abord S = 2y , J étant A B, et A étant C H. 

Les rectangles Â Â' H' H et B B' H' H sont égaux. Les 
triangles Â A' F et B B^ E sont isoscèles, et égaux. Donc 
la figure C F CE est un losange, dont les diagonales 
se coupent en parties égales et à angle droit. Les qua- 
tre petits trapèzes sont donc égaux ; par suite on a pour 
la surface commune 

2/ = 2 (0 E + H' D). H'. 
On a CO=-^=^i^ 

Les triangles semblables donnent 

OE _ GO w + 1 
HB~CH T"' 

4 
H'D_ CH' _ 

douH'D= -^• 
On a donc 

ou bi#n y = -g-(l + 2m — 3 m^). 
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Pour m = 0, y t=: — 
pour^^i = 1, 2/ = 0. 

Lorsque m varie depuis zéro jusqu'à Tunité, y ne 

g 
décroît pas simplement depuis -^ jusqu'à 0. 

S 
En effet, on a y = -g-(3 — 3 m) (1 + 3 m). 

Les facteurs variables ont une somme constante 
égale à 4. Leur produit sera maximum si Ton pose 

1 
3 — 3m = i -^ 3mj d'où m = -ô" ; pour 



cette valeur 



du rapport, la surface commune maximum est les -^ de 

la surface du triangle isoscèle. Ainsi, la surface com- 

S 2S 

mune, partant de -g-, augmente d'abord, atteint -^, 

puis diminue jusqu'à zéro. Il est bon de contrôler ces 
résultats en dessinant les triangles dans chaque cas 
, particulier. 

Posons m = y'i ®* remplaçons S par -^, en prenant 

la hauteur h pour unité dans la construction. Il vient : 



y = ^{\-w){\ + Za!). 




Pour ce = 0, 
Pour 



y=' 



2 
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Pour û? = 1 = B', y = 0. 

1 

Pour a? = — ^ = — B'', y = o. 

On peut écrire 

y = ^(3 — 3^)(1 + 3x). 

Les facteurs variables ont une somme constante ; 
pour que leur produit soit maximum^ posons 

3— 3a? = l + 3cc, 

d'où ^=1= OD, etj/i =|.= DA=-|-x-|-=|-S. 

Ainsi, lorsque x varie entre et h, ou lorsque m varie 

g 
entre et 1, la surface commune varie entre-^-etO; elle 

, . 2S h 

passe par sa valeur maximum -^ , pour â? = -^ ou 

pour m = -s- ; elle redevient égale à -^ pour a? = -^ 

2 
ou pour ^ == -^ • Les ordonnées de Tare de parabole 

C A B' représentent la variation de la surface commune 
entre les limites fixées par l'énoncé du problème. 

86. On donne deux droites rectangu- 
laires iT et y. On prend A = a ; et 
Ton considère un triangle rectangle ABC 
dont le sommet de l'angle droit est en B 
sur y. Calculer B A et B C, sachant : 

1** Que Taire du triangle est équivalente 
à Taire du carré construit sur A ; 
2*^ Que le volume engendré par ce triangle tournant 
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autour de y est dans un rapport donné m avec c^lui 
d'une sphère de rayon Â. 

On déterminera entre quelles Hmites m doit être 
compris, et on vérifiera les valeurs de B Â et de B C 
qui correspondent aux valeurs extrêmes de m. 

(EnseignenttDt secondaire des jeunes filles, agrégation, 1887.) 

Soient x^ y^ z les trois côtés A B, B C et Â C, et A^ la 
hauteur du triangle rectangle. On a pour le double de 
sa surface a? y = a^ A = 2 a*. 

Le volume engendré est 

V = surf.ACxy 



La surface A C est celle d'un tronc de côae. 

h 



Surf. A C = ir (a + D C) ^ = Il (a + D C) ^, 



et par' suite 

d'où D C = a (2 ^ — !)• 

Les triangles semblables B D C et A B donnent 

L9 — X 
0B~ X ' 



On a B = }Jx^ — a*, et par suite 



On a donc 

DG = a(2w — 1) = ^^—5 

Cette valeur de D G est positive, car le triangle n'est 
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p^s traversé par T^xe de rotation. Le radical ea^t donc 
affecté du signe + 5 on a la restriction 

L'équation à résoudre est 

2 m — 1 —tlLiLrL îl 

En élevant les deux membres au carré, ce qui sup- 
pose le double signe, on a une équation plus générale 

(2 m — 1 )« a?* — 4 a« ^« + 4 a* = 0. 

On en déduit 



,^ a^(2±4 /m-^^') 
(2 m — 1)« 

Pour que a?' soit réel, on doit avoir 

m — m^ > 

m doit être compris entre les racines de Péquation 
m^ — m = ; on aura donc 

< m < i. 

Le minimum o donne a?' = 2 a^, d'où d? = ± a /2T 
Le maximum t donne encore x = ± a /2T 
Dans la question particulière on aura 

1 
-y < m < 1. 



^_ « /2±:4 i/m — m* 

û/ir L 

2 w. — 1 

2 g* (2 m — 1) ,- , . . , 

j^ = — =é=r =:/2 v2q=4 y/m — m* 

a\l2±kyjm — m* 
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On obtient la seconde forme en multipliant les deux 
termes de l'expression fractionnaire de y par 



Pour que x ti y aient deux valeurs réelles on doit 



avoir 



2 — 4(/wt — m^>o 
Ou 

4 

Le premier membre étant un carré parfait est plus 
grand que zéro. 

a? et 2/ ont donc deux valeurs positives réelles pour 
toute valeur de m comprise d'ailleurs entre et 1. 

Calculons les valeurs de a? et de ^ qui correspondent 
aux deux limites du rapport. 
1 

1^ Soit ^ == 9" 



Alors 

, 2a2_2^2 2a« 

y ' 2 a 

Dans ce cas, le volume engendré est un cône ; on 

2a 2 
a vzzi-Ka^X'Tr = ô ^^N c'est la moitié du volume 

de la sphère. 
2« Soit m = \ 

y = a \/"2 =z 0? 
Le triangle rectangle est isoscèle ; sa base engendre 
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la surface cylindrique 2 ^f a xi a =4 tt «« ; le volume est 
4 it a^X -^^ volume sphérique. 
Revenons à Téquation 



2m 



_ - 2ay]œ^ — a^ 



Remplaçons m par y ; donnons au radical le double 
signe, et étudions la courbe exprimée par l'équation 



y=T- 



_a t/a^ 



x^ 



2 



/a?*— 1 




Nous prenons A pour unité. 

^ L'équation J/ = -5- 

V représente le dia- 
mètre R V de la 
courbe, passant 

par le milieu des cordes qui lui sont perpendiculaires. 

Cette droite, et l'axe y, sont deux axes de symétrie. 

1 
Pour x = ±1,2/ =-^, ce qui détermine les points 

B et B'. On ne peut donner à œ aucune valeur absolue 
inférieure à A ; la courbe n'a aucun point entre A B 
et A' B'. 

Pouraî = ± /2,2/ = 2"^ 2' y'= o,y"=:l, ce qui 

donne les points C et C du minimum, et les points D et 
D' du maximum, à dmite et à gauche de y. 

On peut trouver directement le maximum et le mini- 
mum. On peut écrire 



10 
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En valeur absolue, celte expression aura son maximum 

en même temps que son carré -7(1 r)î '®^ ^^^^ 

facteurs de ce produit ont une somme constante ; posons 

d'où a? = ± |/"2 

y sera alors maximum ou minimum suivant que le 
point sera au-dessus ou au-dessous du diamètre R V. 

il 11 

î^'^T-Y^^' ^' = T + T = ^ 

Laformey = -i.±- VI— -^ 

1 
montre que pour a? = ± cx=, y = — • Le diamètre R V 

est asymptote. 

Les ordonnées de l'arc B D V représentent le rapport 
du volume engendré à celui de la sphère lorsque a? varie 
entremet + œ. Pour chaque valeur de m comprise 

entre -0- et 1, il y a de^ x valeurs positives de^z? plus 

grandes que A, et par suite deux triangles rectangles 
répondant à la question. 

IT" n 87. Avec un carton rectangulaire 

dont les côtés sont a et 6, on veut 

I] CJ faire une boîte, en enlevant à cha- 
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que coin un carré de côté œ ; trouver œ de manière à 
obtenir le volume maximum. 

La base de ce volume sera (a — 2 ^) {b — 2x) et la 
hauteur sera x ; le volume y sera 

y = (a — 2 a?) (6 — 2 iz?) a?. 

Le maximum Aéy aura lieu en même temps que 
celui de (a — 2a?) {b — 2œ)xk x\ les trois facteurs 
ont alors une somme constante ; mais on ne peut les , 
rendre égaux si a diffère de 6. On pourrait résoudre 
la question en employant des dénominateurs indéter- 
minés. Mais la méthode de Fermât conduit facilement 
au but. 

y = aJa? — 2(a + 6)a;2 + 4cc' 

Ecrivons 

Iahip -\- h) 
— 2(a+ô)(^2^.2A^ + A«) 
+k{x^+Zhx'+^h^x+h') 
d'où 

o = a6A— 2(« + J)(2Aa? + A2) + 4(3Aaî2^3A'â?+A^) 
supprimons le facteur h ; nous aurons 
^ 6 _ 2 (a + 6) (2 a? + A) + 4 (3 ^2 ^ 3 Â a? + A2^ = 
Si Ton fait A == o, on obtient 

\2x'^ — k{a + b)x + aiz=.o 
d'où Ton lire 



a4-b .\la'^-\'b'^ — ab 
^- 6 — 6 

Si b est inférieur à a, on doit avoir 

b a 
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substituons — à la place de x dans le trinôme (*). On 

obtient 6 (6 — a). 

Ce résultat étant négatif, a le signe contraire de celui 
de 12 x^. On a donc 

On doit avoir a; < -5-; donc xzzaf \\\ faut donc rejeter 
le signe + et prendre 



^■"~6~ 6 

Construisons la courbe dont Téquation est 

y = {a — 2x){b — 2œ)x = iix^ — 2{a + b)x^ + abx. 

Pour a? = 0, y = ; la courbe 
passe à Torigine. 

Four X = 

bVI^A 3F 




D / Pour x = :^=OB, y = o 

-t-7a :?r ^ 



Pour a? = -g-=OA, y = o 

Pour X compris entre et-^ , les trois facteurs de y 

sont positifs ; y est positif ; le maximum aura lieu pour 
af = OC. 

Pour X compris entre -^ et -^ , le premier et le troi- 
sième facteurs sont positifs, mais le second est négatif; 
y est donc négatif; la fonction va de zéro à un minimum, 
qui a lieu pour a?" = D, puis elle redevient nulle. Pour 

a? = + oc, 2/ = + ex:. Pour X = — oc, y = — oc. 
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Supposons que 6 devienne égal à a, le point B se 
rapproche du point A, et à cette limite, la courbe est 
tangente à o x, au point Â où le minimum est zéro. 

L'abscisse du maximum est alors a/ = -^ "K ^'^ * 

On peut arriver directement à ce résultat. Le volume 
est alors 

y = {a — 2x)^x 

il sera maximum eh même temps que 

(a — 2 a?)* X 2 X ; 

ce qui exige la proportion 

g — 2 a? _ 2x 
2~" ~ 1 

d'où a — 2 X = i X, et X = -^ • 

88. On veut faire construire un chaudron cylindri- 
que en feuilles de cuivre qui ait la plus grande capa- 
cité possible pour une surface donnée , d'épaisseur 
donnée, et par conséquent de poids et de prix déter- 
minés. 

Soient x le rayon du fond, h la hauteur du cylindre, 
et y le volume ; on aura 

Supposons que la surface de la base, plus la surface 
latérale, soient égales à celle d'un cercle de cuivre de 
même épaisseur et de rayon donné a. On aura 

7rÛ?* + 2 7ra?A = 7rô2 

ou 

0) x^ + 2xA = a^ 
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Cette somme est constante. 
On peut écrire 

L*expression à rendre maximum est 

(xy (2 X hf 

Or, d'après Téquation (*), la somme des premières 
puissances est constante ; on doit poser la proportion 

1 "" 2 
ce qui donne œznh. 

Le rayon de la base doit être égal à la profondeur 
du vase cylindrique. 

L'équation (*) donne 3 a?* =« a* 

d ou a? = -7= 
v/3 

'' ^ = ^3T!' 

La mélhjDde de Fermât conduit aussi à ce résultat. 

j f 

L'équation (*) donne h = — ^ — 

le volume est 

y = ^x{a^ — a?) 

On écrit 

a^x — a^==a^{x + ii) — {x^ «)». 

Ici « représente une quantité susceptible de décroître 
indéfiniment vers zéro. 
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On a successivement 

= a« a — (3 « a;» + 3 «* a? -f a») 
= «• — (3 a?* + 3 « a? + a*) 

Puis, en faisant « = o, 



= ar 



3 aï* 
a 



'*'°"''=7r =1,7320 

On aura donc 

*--2-X-T 2^1- 2 VV3 -^3-; 
, fl /3 — 1 \ a 

Construisons la courbe dont l'équation est 

Pour X = 0, y = ; la 
courbe passe à l'origine. 
E Pour j?i=a = OA, y=o. 

^^T^s. "" Pouvx=—a=—OX',y=o 
^ Si la valeur de x est entre 
0, et a, les trois facteurs sont positifs, y est positif. 

On a l'arc E A, dont les ordonnées représentant 
les variations du volume. 

Pour X = -î=r = C, on a le maximum G E = 7r 5-7=.. 
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Si la valeur de x est entre o, et — a, le second et le 
troisième facteur sont positifs^ mais le facteur x est né- 
gatif, ce qui rend y négatif. Pour x = — /== — ^ ^^ 

on a le minimum. Pour rprz-j-oc, t/ = — oc 
Pour a? = -^ oc, y = + oc. 
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CHAPITRE X. 

DISCUSSION DES FORMULES DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
DU PREMIER ET DU SECOND DEGRÉ. 



89. On considère deux lieux géométriques tels, que 
la recherche de leur point d'intersection conduit à la 
résolution de l'équation proposée. Lorsque l'on fait va- 
rier un coefficient, l'un des lieux géométriques se dé- 
place, ainsi que le point commun ; et en donnant au 
coefficient certaine valeur limite, on voit ce que devient 
l'abscisse du point d'intersection qui est une racine de 
l'équation. 

Prenons d'abord l'équation du premier degré à une 

inconnue aa? = 6, dont la formul^est a? = — . 

Les équations y=:aXy et y = 6 
représentent les droites 2j et 
6 u. Si on admet que X\ et 2/1 sont 
les coordonnées de leur point 
commun M, on a l'équation 
b = a Xi. 
Elle donne pour l'abscisse du point commun 

P « a?i = - 

a 

Si a devient très petit, le rapport — devient très 





y 




2, 


B 




M 


^y^ 




^ 


II 







F 


» ac 
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grand, ainsi que P ; pour a = o, la droite 02; se con- 
fond avec Taxe oœ^ est parallèle à la seconde droite ^u 
et ne peut plus la rencontrer ; cette impossibilité est 

indiquée par le symbole â?i = — = oc . 

Si on a en même temps b = 0, la droite B 1^ se con- 
fond elle-même avec ox\ les deux droites n'en font 
qu'une ; elles se rencontrent en tous leurs points ; 
l'abscisse du point commun est donc indéterminée ; 



â?i = — • 


Si le coefficient a était négatif, la discussion serait 
aussi facile. 

On peut interpréter la discussion algébrique au 
moyen de deux autres lieux géométriques. Considérons 
l'hyperbole qui a pour équation xy =b, et la droite 
qui a pour équation yzna. On aura leur point commun 

en résolvant l'équation aX{ =b, ce qui donnerai = — 

Si l'on suppose que a diminue vers zéro, la droite 
parallèle à l'axe ox s'en rapproche peu à peu ; le point 
commun s'éloigne ; et si l'on fait a = 0, on a a?i = -}- «c ; 
il n'y a plus de point commun, parce que la droite con- 
sidérée se confond avec l'asymptote ox, et ne peut 
plus se rencontrer avec la courbe ; la racine Xi n'existe 
plus ; cette impossibilité est indiquée par le symbole 
Xi = -{• <x. 

Supposons qu'on ait en même temps a = 0, et ô == 0. 
Si l'on a 6 = 0, l'équation xy = o représente les axes. 
En effet : il faut que l'un des deux facteurs soit nul ; 
pour x = o, y peut recevoir des valeurs quelconques, 
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ce qui donne tous les points de l'axe oy ; et pour y=o, 
X peut à son tour recevoir une infinité de valeurs finies, 
ce qui donne tous les points de Taxe illimité ox. Si 
donc on pose a = o, c'est-à-dire 2/ = o, l'un des lieux 
géométriques fait partie de l'autre qui est composé des 
deux axes ; ils ont une infinité de points communs sur 
oXj l'abscisse a?i reçoit une infinité de valeurs, et est 
indéterminée. 
90. Le système des deux équations 
aX'\'by ZZ.C 
a' x-\-b' y zzd 
est résolu (94) par les formules 

cV — bcf ad — c a' 

^^- ab' — ba'' y^- ab'—ba'^ 

Chaque équation a par elle-même une signification 
qu'il ne faut pas perdre de vue tout en songeant au 
système. Les deux lieux géométriques dont on doit 
chercher l'intersection sont donnés par les équations 
elles-mêmes. 

1® Tant que le dénominateur commun a b' — b a' 
n'est pas nul, il n'y a pas de difffculté ; Xx et yi ont des 
valeurs finies, positives ou négatives. 

Chacune des équations repré- 
sente une ligne droite. 
Dans !a première, pour 

^ * a 

^, _ et pour x = o]y=j = oB 

La droite est A B. 
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On trouvera de même la position de la seconde droite 
A' B' qui coupe la première au point M. 
La figure particulière suppose que Ton a 



ou bien 



et par suite 



a ^ a" b ^ b' 



b' ^ c' ^ a' 



ad — ca! >o 
cV — bd >o 
aV — ba' > 

Il en résulte que X\ et y\ ont des valeurs positives P 
et M P. 

2* Supposons qu'on ait la proportion -7 = tt ; il 

suffit pour cela de faire varier l'un des coefficients, V 
par exemple. 

Chaque équation ne renferme en réalité que deux 
coefficients qui sont deux rapports. Si 6 et b' ne sont 
pas nuls, on peut mettre les équations sous la forme 
, a c , û' d 

Par hypothèse, "T = "ït î •'^ premier membre de 

chaque équation est le même ; comme on ne suppose pas 

c d 
la proportion ■r=-îr les équations sont incompatibles. 

Les formules donnent alors les symboles 
cb' — bd ad — cà! 

X\ = = oc, t/i = = oc . 
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Aucun groupe de valeurs finies de â? et de ^ ne peut 
satisfaire aux deux équations. 

y Les équations 

a , c 

a! . d 

î' = — r^+T 

représentent deux droites pa- 
rallèles puisque les coefficients angulaires de x sont 
égaux ; de plus ces droites passent par des points dif- 

c d 
férents B et B' puisque "r ©t -rr sont inégaux ; il n'y a 

aucun point de rencontre ; cette impossibilité est expri- 
mée par les symboles xi = oc, yi = ©c. On dit que les 
droites se rencontrent à l'infini. 
3"" Supposons qu'on ait à la fois les deux proportions 



ou bien 



Les deux équations ne sont plus incompatibles ; et 
même elles sont identiques ; on a une seule équation 
à deux inconnues ; le problème est indéterminé ; 

û?i = — , 2/1 = — • a?i et 2/1 admettent une infinité de 

solutions. L'indétermination est relative, car 2/1 est une 

fonction de X\ , ce que les formules n'indiquent pas. 

Les parallèles représentées par les deux équations 

c d 
passent par un même point B, puisque "r = "tt 5 ^^^s 



a 




h 
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se confondent en tous leurs points dont le nombre est 
infini. A chaque point correspondent des valeurs de X\ 
et de y\ qui ne sont pas indépendantes Tune de l'au- 
tre, car elles doivent satisfaire à l'équation de la droite 

b . c 
unique y = — ■^^+y 

Reprenons l'hypothèse — ^ =z — . On peut arriver 

autrement à la condition de compatibilité. Si Ton sup- 
pose pour X ely des valeurs finies, on peut écrire : 

^ _ ^6 a X _b y _ a X + i y __ c . 

a' ~ b' ^ a' x~ b'y~ a' x-^-b' y" d 

d'où l'on conclut 

ad — ca' ^ 
bd — cb' = 0. 

Ainsi, lorsque le dénominateur commun est nul, 
pour que les équations soint compatibles, il faut que 
les numérateurs soient nuls eux-mêmes; W{ etyi sont 

alors indéterminés. Mais si le rapport -7- n'est pas égal 

aux deux autres, X\ et y\ sont infinis, et d'ailleurs les 
équations sont incompatibles. 

4* Supposons que les coefficients d'une inconnue 
soient nuls, et que l'on ait seulement 

6 = 0, 6' = 0. 

Les équations sont 

ax + oxy = c 
a'x + oxy = d. 

Le produit oxy est nul pour toute valeur finie dey, 
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qui dans chaque équation est indéterminé d'une ma- 
nière absolue ; mais x a deux valeurs finies et diffé- 

c d 
rentes — et —y; car on ne suppose pas la proportion 

c d 
— = —7 ; ces deux équations à une seule inconnue 

sont donc incompatibles. 

Le symbole a?! = — n'a aucun sens ; car X\^ loin d'a- 
voir une infinité de valeurs, n'en admet aucune. 

On a d'ailleurs y\ = — =: œ. 



Si l'on suppose que b et b\ ten- 
dent vers zéro, les points B et B' des 
deux droites s'éloignent indéfiniment 
^ de l'origine ; la rencontre sera à 
une grande distance de l'axe x cd, du côté des y posi- 
tifs, ou bien du côté des y négatifs, selon les signes 
donnés aux coefficients b et V. 

Lorsque l'on pose i = 0, et ^ = 0, les points B et B' 
sont à l'infini vers le haut et vers le bas de la figure ; 
ils n'existent plus ; les deux droites qui passent toujours 
par les points A et A' indépendants de b et l\ étant de- 
venues parallèles à 2/, sont parallèles entre elles ; 
elles n'ont aucun point commun : on dit qu'elles se ren- 
contrent à l'infini. La formule donne yi,= zt ce. Dans 
chaque équation, y est indéterminé; maist/i est infini 
dans le système, et l'on a pour X\ deux valeurs contra- 
dictoires. 

c d 
b** Si l'on suppose à la fois b ::z o^ b' = Oy et — = -, 
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les deujç équations n'en font qu'une ; 2/1 est indéterminé, 

Les formules donnent x\ =^ — ; yi = —.Comme les 

^ 

points A et A' se confondent, les deux parallèles ko y 

n'en font qu'une ; leur rencontre a lieu pour 

* a '^ a' 
et pour une valeur quelconque de j/i. 

Mais la formule iPi = - n'a pas de sens. 

On a proposé divers artifices pour faire disparaître 
l'indétermination. Malheureusement, on peut souvent 
trouver un cas où l'artifice donne une indication fausse; 
l'emploi de ces artifices parait donc illusoire. La lu- 
mière ne peut venir que des équations elles-mêmes, 
et des considérations géométriques. 

Supposons par exemple que l'on ait comme au 4® cas, 
les seules hypothèses b zn o,i' = 0. 

Prenons avec quelques auteurs 

b = hj i' = p h 

p étant un rapport indéterminé, et h une quantité que 
l'on fera ensuite égale à zéro. 
En substituant dans la formule générale, on a 

_ cp h — hc' _ cp — d 
* ■" aph — ha' "^ ap—a' 

Remarquons d'abord que le rapport preste seul dans 
la formule et qu'on ne pourra plus y introduire l'hypo- 
thèse b=o b' = 0. 
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La formule contenant Tindéterminée p ne donnera 

pas pour X\ une valeur déterminée, dit-on ; mais la 

valeur de x\ sera-t-elle indéterminée ou arbitraire ? 

Cette conclusion serait fausse, car X\ devant être égaj 

c d 

d'une part à — , et d'autre part à-r , rapports qui sont 

ici différents, la valeur de Xu commune aux équations, 
loin d'être indéterminée ou quelconque, est impossible. 
L'emploi du rapport indéterminé^ n'est donc pas légi- 
time. La lumière ne peut venir que des équations et 
de la géométrie. 

91. Nous allons examiner le cas particulier où dans 
l'équation du second degré e? a?* -t- 6a? -f-^ = 0, on faita=o. 

Les racines de cette équation peuvent être mises 
sous la forme 

2c 






— 6 + v^6« — 4ac 
2c 



b — yj b^ — kac 



Soient y = l'équation d'une hyperbole, et 

y = a a? + 6 celle d'une sécante à cette courbe. Suppo- 
sons que a? et 2/ soient les coordonnées d'un point com- 
mun, on aura 

aaj + 6 = — -— 

ou bien 

aa?* + ^^ + ^ = ^ 
Les deux solutions af et of de cette équation du second 
degré sont les abscisses des deux points d'intersection 

11 
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de la section conique et de la droite. Supposons que les 
signes des trois coefficients a, i, et e soient en évidence. 

L'équation y = ^^ 

montre que pour des 
valeurs positives de 
Xy y aura des valeurs 
négatives ce qui don- 
ne la branche com- 
prise dans Tangle 
xo\/ \ de pluS| pour 
des valeurs négati- 
ves de Xj y aura des valejirs positives, ce qui donne 
la branche comprise dans Fangle yo7i. 
Quant à la droite, pour a? = o, i/ = 6 = 0B; et pour 




î/ = o, 



a? = = — A. 

a 



La droite AB rencontre la courbe en deux points 
dont les abscisses sont les racines a! = — P', et 
af = — F". Elles sont négatives comme le montrent 
les formules et même Téquation. 

On peut trouver les points d'intersection au moyen 
de la règle et du compas sans construire exactement 
rhyperbole, comme on l'a vu au n* 47. On portera sur 
Taxe oai les valeurs trouvées pour ces racines ; si Ton 
élève des perpendiculaires en F et en P'' sur Taxe des 
abscisses, elles rencontreront la droite A B en deux 
points qui seront sur l'hyperbole. 

Supposons quea décroisse, et tende vers zéro ; comme 

A = — , le point A s'éloigne vers la gauche, la 
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droite B À tourne autour du point B ; P'^ diminue 
tandis que P' augmente ; pour a = o, la droite est 
parallèle à Taxe des x 

a/' = - OF =- -î , a/ = - — = - ce . 

Lorsque a == o, l'équation de la droite est y = & ; en 

la substituant dans celle de Thyperbole, on a a? = — r ; 

il n'y a plus qu'une solution, ou une seule racine. 

Supposons maintenant que 
a soit négatif. La droite a 
pour équation 2/ = — aœ+b; 
pour a? = o, 2/=:i = 0B 

pour 2/ = o, a? = — =0A» 

La sécante rencontre les 
deux branches de l'hyper- 
bole. En mettant le nouveau 




or = 



2c 



signe en évidence, on a 

^_ 2c 

— b + yJà^-^-kac' " —b — yjb^ + kac 

La racine »' est positive ; la racine û?" est encore né- 
gative. Si la valeur absolue de a diminue, À augmente, 
le point A s'éloigne vers + œ ; pour a = o, la sécante 
devient parallèle à l'axe X ; le point P" est en F, le 
point P' est à l'infini. La sécante rencontre la branche 

de gauche au point dont l'abscisse est — F = — -r- 

mais elle ne rencontre plus celle de droite. 
En résumé, tant que a supposé très petit, n'est pas 
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nul, d a une valeur absolue très grande, négative ou 
positive, selon le signe de a ; et of a une valeur voisine 

de r- = — F ; dans chaque état de a, il y a deux 

racines ; enfin pour a = ô, il n'y a plus que la solution 

finie af= — r i ^^^ ^^"^ ordinairement a:' = it oc ; 

cela ne veut pas dire que l'équation du second degré 
admette dans ce cas trois racines, comme le veut l'au- 
teur d'un excellent traité d'algèbre, mais au contraire, 
qu'elle n'en admet qu'une ; car aucune autre valeur 

que — T , positive ou négative, si grande qu'elle soit, 

ne satisfait à l'éguation. La droite ne rencontre la 
courbe qu'au point E. Le symbole a?' = ± oc ne repré- 
sente qu'un résultat : la disparition de l'une des racines 
finies, qu'elle soit positive ou bien qu'elle soit néga- 
tive. 

Dans le cas particulier où 6 est négatif les formules 
sont alors 



Elles sont positives. 

Si a supposé positif décroît vers zéro, a/ tend vers-j, 

et x" augmente au-delà de toute limite. Dans chaque 
cas, la racine qui devient infinie est celle dont la valeur 
absolue est la plus grande, parce que le radical et le 
terme rationnel sont de signes contraires au dénomi- 
nateur. 
92. L'hypothèse que le coefficient de x^ est nul peut 



Digitized by VjOOQIC 



— 1B8 - 

s^appliquer à un problème remarquable. Dans le cas où 

b est positif, par exemple, posons 6' — 4 a c = o ; les 

2c 
deux racines sont égales à — r-= — 20F = — 'OQ;les 

deux points communs à la courbe et à la sécante se sont 
rapprochés, se sont réunis en un seul T, qui est le point 
de contact de la tangente passant par le point 6. 

Plus b sera petit plus l'abscisse Q sera grande, et 
plus le point de contact sera éloigné. Par la condition 
6* — kaczn 0, a et 6 ne peuvent tendre vers zéro l'un 
sans l'autre. Si .l'on fait b iz^o,le point Q est à l'infini ; 
commet est nul, la tangente, qui passe par l'origine 0, 
a la même direction que l'axe o a?', et se confond avec 
lui ; donc elle est asymptote à la courbe. 

Appliquons cette méthode à l'hyperbole dont l'équa- 
tion est 

y = -i — 

et que nous avons étudiée au n*" 63. 
Soit 2/ = m a? + ?^, l'équation d'une sécante. 
Pour chaque point commun, on aura 

î— zzLmxA-n 

X ' 

ou (1 — m)x^ — (1 + ^) a? + 1 = 0. 

Les racines seront égales si l'on pose 

(1 + w)* — 4(l-;?i)xl=o. 

La sécante sera alors une tangente. Les coefficients 
m tin sont encore indéterminés, mais chacun dépend 
de l'autre. Exprimons que la tangente rencontre la 
courbe à l'infini ; la racine sera infinie si l'on a 
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a = 1 — w = 0, et par suite 6 = 1 + ^ = ^ 
d'où m = l,?^ = — 1. 
L'équation de la tangente à Tinfini est donc 
yrzx — i. 

Cette droite est une asymptote. Ce résultat a été déjà 
trouvé plus simplement. Mais la méthode actuelle est 
utile pour mettre en lumière un cas remarquable de 
réquation du second degré. On pourra l'appliquer aux 
hyperboles des n«' 35, 66, 72, 73. 

93. L'intersection de lieux géométriques rappelle un 
problème célèbre, la duplication du cube, qui a fait 
faire des progrès à la géométrie dans l'antiquité. On 
rapporte que l'oracle de Délos, consulté sur les moyens 
de faire cesser la peste d'Athènes, avait répondu : dou- 
blez l'autel d'Apollon. Or cet autel était un cube d'or. 
Le problème tut proposé aux géomètres et résolu de 
diverses manières au moyen des sections coniques. 

Si a est le côté du cube primitif, il faut résoudre ou 
construire l'équation 

0^ = 2 a\ 

On peut écrire 



Posons 



a?* = — = 2a X — 

X X 



a?« =r 2 a 2/, et y = — « 



La première équation représente une parabole, et 
la seconde une hyperbole ; on peut les tracer d'une 
manière continue ; soient x\ et y\ les coordonnées de 



Digitized by VjOOQIC 



— 157 — 

leur point commun ; Tabscisse Xi est le côté du cube 
double. On a environ a?i = a x 1,26. 
94. Considérons les équations simultanées 
X + y = m 
ax-^by = c 

Les énoncés de certains problèmes d'arithmétique 
conduisent à des équations numériques qui rentrent 
dans cette forme générale. 

Multiplions les deux membres de la première équa- 
tion par (?, et ceux de la seconde par w, puis opérons la 
soustraction ; il vient 

{c — afn)x + {c — bm)y=:o 
d'où 

a? __ y ^ 
c — mb ma — c 

Ainsi on connaît la somme de deux quantités, et on 
sait qu'elles sont proportionnelles à des nombres dé- 
terminés. Cette remarque fait rentrer une grande 
variété de problèmes dans la règle de société, c'est-à- 
dire, dans le partage d'une somme en parties propor- 
tionnelles à des nombres donnés. On a 

X _ y ^4-y m X 1 

c — m\~ ma — c" c — m b-{-ma — c^ m {a — 6) 

d'où 

_ c — mb _ ma — c 
^"* a — b ^y-lT^Tb 

Les équations proposées représentent deux droites 
faciles à construire au moyen de leurs segments à l'o- 
rigine. Dans le système 
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{am — c)x=>(c — bm)y 

la nouvelle droite passe par Torigine des coordonnées. 
D'ailleurs elle passe par le point d'intersection des 
deux autres ; autrement on n^ pourrait substituer son 
équation à l'une des équations primitives. 

Il est peut-être bon d'exécuter les constructions gra- 
phiques sur un cas particulier, par exemple : 

X + y = l 
2 a? + 3 2/ = 12. 

On peut appliquer cette méthode symétrique et élé- 
gante à la résolution des équations du premier degré 
à deux inconnues. 

ax-^-by =c 
a' ^ + 6' y == c' 

En effet, on a 

{ad — ca')X'\-{bd — cb')y ^0 

d'où 

X y ___ a X by 

cb' — bd "^ ad — ca' ^ a{cb' — bd)'^ i{ad — c a') 

On a donc 

X y _ ax + iy 1 

cb' — bd'^ ad — ca'^ ac è'— bca'" aV — ba' 

et enfin 

_ cb' — bd _ ad — ca' 
^- ab'—ba!''^- ab' — ba' 
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CHAPITRE XI. 



COURBE LOGARITHMIQUE. 



95. Considérons les deux progressions 

1 b 6* 6» 6* 6« b' Jp... 

12 3 4 5 6 p.... 

Tune géométrique, commençant par l'unité et dont la 
raison est b ; l'autre arithmétique commençant par zéro, 
et dont la raison est ici égale à l'unité pofur plus de 
simplicité. On dit que les termes de la progression 
arithmétique sont respectivement les logarithmes des 
termes de la progression géométrique. Ainsi le loga- 
rithme de 6p est p ; c'est l'exposant de la puissance à la- 
quelle il faut élever la base 6, dont le logarithme est 
l'unité, pour obtenir le nombre 6p. De même le loga- 
rithme de b^ est q. Or 6p x 6' = b^ +' ; le logarithme 
du produit de deux facteurs est donc égala la somme 
des logarithmes de ces facteurs. On sait que les pro- 
priétés fondamentales des logarithmes se tirent de ce 
principe. . 

L'Ecossais Néper a fait connaître les logarithmes en 
1614. 

La courbe logarithmique, introduite dans la science 
par Huygens, a pour équation 

y z= log. œ • 
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II s'agit de la construire. 



Pour a? = l =oA, t/ = o 
La courbe passe par le 
point À, quelle que soit la 
base b. 

Soit b = 1,25 ^ oc j 
et y « 1 = C B. 

On prendra sur o y pour 
représenter les nombres en- 
tiers, des longueurs 01, 02, 
03 et Ton fera 

OC = 1,25= ^ 

D = 1,25* 
0E = 1,25» 



On peut trouver ces longueurs par un procédé très 
simple. Si Ton construit un triangle rectangle MNP 
,H dont les côtés sont entre eux com- 
me les nombres 3, 4, et 5, toute 
parallèle M' N' au plus petit côté 
M N, déterminera des longueurs 
P N' et P M' qui seront dans le 
rapport de 5 à 4 ; par exemple, si 
P M' = G, on aura PN' = OD ; 
et ainsi de suite. 

Les points G, D, E, F, G, ... 
sont les pieds des ordonnées éga- 
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les aux nombres entiers 1, 2, 3, etc. . • . Les sommets 
des rectangles seront des points de la courbe. 

Ici la base est 1 + 0,25. En général, si elle est 1 + «9 
en rélevant à une puissance d'un degré suffisant, on 
obtient un nombre aussi grand que Ton veut. En effet ; 
on a 

(1 + «)« = 1 + 2 « + a« 
(l+«)« = i+3« + 3«* +... 
et par analogie : 

(l +a)n=l +na+ 

On peut donc écrire : 

(1 + a)« > 1 + ^ « 
Posons 1 + 7t a > N 

ou bien n > 

On peut toujours satisfaire à cette inégalité si grand 
que soit N, et si petit que soit a. 

Donc on aura N < 1 + ^^ « < (1 + «)^ • 

Si N est un nombre très grand, n sera lui-même un 
nombre extrêmement grand. 

Si dans la fonction y = log. û?, on fait û? = oc, 
on a 2/ = oc. 

On a JL = ^"'* 

1 

Le logarithme de la fraction j— est négatif. 

Pour une valeur absolue de wtrès grande, la fraction 
est très petite. Pour?^ = oc, la fraction est nulle. Si 
dans y = log. a?, on fait x '=z Oy on a y = — oc. La 
droite 1/ est asymptote à la courbe. 
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Jusqu^ici, dans le dessin de la logarithmique, les va- 
leurs de t/ sont entières. Maison peut trouver des points 
intermédiaires. Soient en effet deux nombres b^ et b^ 
dont les logarithmes sont m et n. Leur moyenne géo- 
métrique est |/j«îx j«= \/WTn = Ir^. 

Le logarithme du nouveau nombre est ^^^ , c'est- 
à-dire, la moyenne arithmétique des deux logarithmes 
dans le même système dont la base est 6. En traitant 
de même 6^ et le nouveau terme, et ainsi de suite, on 
rendra la courbe de plus en plus continue. Si P est 
un nombre particulier, M P sera son logarithme. Par 
exemple, le logarithme du nombre 2,71828. . . est 4,48 
= M' P', dans notre système dont la base est 1,25. Le 
nombre e, égal à 2,71828. . . est la base des logarith- 
mes népériens. Chose remarquable, si on dessine avec 
soin la tangente M T à la courbe logarithmique en un 
point quelconque, sa projection S T sur Taxe o y, est 
égale à 4,48 = M' P', c'est-à-dire, au logarithme du 
nombre e, pris dans le système actuel de logarithmes. 
Aussi, la tangente au point M' a-t-elle pour sous-tangente 
une droite S' égale à M' P', logarithme de e. 

Si la base 6, représentée par C, reçoit une autre 
valeur que 1,25, la courbe se déforme plus ou moins, 
en passant toujours par le point A, et en restant asymp- 
tote à l'axe y'. La sous-tangente est égale au nouveau 
logarithme de e. C'est la base adoptée qui caractérise 
un système de logarithmes. Dans la théorie ou dans la 
pratique, on emploie deux systèmes importants. Les 
logarithmes vulgaires ou de Briggs, ont pour base 
10, ce qui simplifie les calculs numériques. Dans le 
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système du premier inventeur, la base est le nombre 

e = 2,7182818284 

Néper a pris les deux progressions 

1 i^a (l+«)« (l+«)3 ....(l + oi)!^ ' 
a 2a 3« poi. . , . 

Il voulait, pour la simplicité, que la différence entre 
les deux premiers termes de la progression géométrique, 
fût égale à Taccroissement constant a du logarithme ; tel 
est le caractère de son système. Sans le savoir, il a pro- 
voqué de belles découvertes en analyse. On peut aisé- 
ment s'en faire une idée. 

Soit (1 + «)' = i, et par suite p « zz 1 

Pour la continuité, on supposera « infiniment petit, 

ou p infiniment grand. On aura b = limite de f 1 -| — j 

lorsque p augmente au-delà de toute limite. Euler a 
démontré que cette limite a pour valeur celle de la série 
convergente 

^=^ + î + i^ + rir3+l-:2^ + -' •=2,7182818284 

Sans connaître cette théorie, si dans l'expression 

(14 — j on donne à p des valeurs croissantes, on 

vérifie que la valeur de la puissance augmente en se 
rapprochant de celle de e. 

On peut s'en rendre compte au moyen du tableau 
suivant : 



1 
d'où « = — • On aura b , . 

P \ ' P 
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Valeurs de p. 

1 
10 

100 

1000 

10000 



Valeurs de 



04)' 



2 

2,593 
2,705 
2,713 

2,718 



96. Les logarithmes népériens sont encore appelés 
hyperboliques. Voici pourquoi. 

1 
Reprenons Téquation de l'hyperbole y = — • 

On démontre que l'aire 
A B P M, désignée par A, 
comprise entre la courbe, 
Taxe des œ^ l'ordonnée du 
sommet, et une ordonnée 
quelconque M P, est égale 
au logarithme népérien de 
l'abscisse P. 

Considérons une suite de 
valeurs en progression géo- 
métrique 
(*) 1 q q^ q^ q^ q^ 

B étant la première, et P la dernière. 
Les valeurs correspondantes de y seront leurs in- 
verses 




1 1 



1 



1 1 

' '■ • • • ■ • • • ■ ■■ 
q^ q^ q^ 

Entre deux ordonnées consécutives de cette série, la 



7 
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courbe et Taxe des ^, est compris un petit trapèze rstu 
dont la surface diffère peu d'un rectangle ayant pour 

1 
hauteur — , et pour base g'P + * — ^p ; ce rectangle est 

^p + * ^p 

égal à -^ j — — ssq — 1. Tous les rectangles analo- 
gues sont donc égaux ; or leur nombre est n ; leur 
somme est donc S = n{q — 1). Il faut remarquer que 
cette somme S est inférieure à Taire A, et pourra en 
différer d'aussi peu que l'on voudra. 

Si l'on fait successivement ^ = 0, 1, 2, 3, . . . ^ . . . t^, 
on obtient pour les valeurs de S une suite de termes en 
progression arithmétique 

Les deux séries (*) et (*) forment uq système de lo- 
garithmes ; or le premier accroissement q — 1 des 
nombres est égal à la raison constante des logarithmes 
comme le voulait Néper ; si d'ailleurs q est très voisin 
de l'unité, la base est très voisine de celle des logarith- 
mes népériens. En désignant cette base par b, soit 
6 = ^p, ce qui donne pour le logarithme de ce terme 

1 

^ (^ — 1) = 1 ; on en tire j' = 1 H , et par suite 

6 = f^ 1 -j- — j . Pour obtenir l'aire A, ou A B P M 

qui est la limite de la somme des petits rectangles, on 
fait ^ = oc, ce qui donne limite de 



A + JLV = e = 2,7182818284. 
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On a bien la base des logarithmes népériens. 

Le terme n{j[ — 1), qui correspond à Tabscisse P 
égale à j^ , a pour limite A ; cette aire est donc le lo- 
garithme de Tabscisse P. 

La connaissance de cette belle propriété est due à 
Grégoire de Saint- Vincent 

97. On sait que la formule des intérêts composés est 

A =: a (1 + r)« 

a étant le capital primitif placé pour n années, r la rente 
annuelle de 1 fr., A la valeur finale du capital avec les 
intérêts accumulés. 

A 

Posons — = 2, r = 0,05, ^ =r i/ 

onaura2 = (l,05)y 

y indiquera au bout de combien d'années un capital 
sera doublé à 5 O/q. 
En passant aux logarithmes vulgaires, on a 

log. 2 = 2/. log. 1,05 

d'où 

_ log. 2 _ 0,3010300 
^■"log. 1,05 ~ 0,0211893 

y est le logarithme de 2 dans le système dont la base 
serait 1,05. Dans notre calcul, y est égal au logarithme 
vulgaire de 2 multiplié par la valeur inverse du loga- 
rithme vulgaire de cette base : Topération revient à 
passer du système de Briggs, au système dont la base 
est 1,05 et dont la courbe a pour équation 

a? = l,05y 
ou y = log. X 
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A. 

Le nombre x étant le rapport — . La résolution de 

l'équation exponentielle 2 = 1,05^ 
donne y = 14,2067 = 14«^ 2*«*<* 14^,4. 

Mais il faut remarquer que l'équation ne convient 
que pour les nombres entiers, les intérêts n'étant ca- 
pitalisés qu'à la fin de chaque année. 

Dans le courant d'une même année, les accroisse- 
ments du temps, qui sont proportionnels aux accrois- 
sements d'intérêts, doivent se terminer à la corde de 
la logarithmique, et non à l'arc lui-même. 

Soit A = 1,05^* =1.97993 

2 - A = 0,02007 

C'est Taccroissement du nombre, ou du capital. 
Il faut 73 jours pour que A rapporte cette différence 
à 5 O/q. Le capital est donc doublé au bout de I4«^ 
2«»o<« i'^ours^ On peut trouver la fraction d'année F de 
la manière suivante : 
On a 

2 = 1,05*^1 +0,0 5 P) 
log. 2 = (log. 1,05) X 14 -1- log. (1 + 0,05 F) 

Supposons qu'on ait trouvé 14 par la simple division 
de 0,30103 par 0,0211893, et que le reste soit 0,0043798. 
Si on exprime que le dividende est égal au diviseur 
multiplié par le quotient -]- le reste, on a 

log. 2 = log. (1,05) X 14 -1- 0,0043798 

En comparant les deux égalités, on obtient 

log. (1 + 0,05 F) = 0,0043798 = log. 1,010136 

12 
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et par suite 

4 + 0,05 F = 1,010136 
on a donc 

F = 2!^1^^= 0,20271 = 2»*oi» \2ioun. 
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CHAPITRE XII. 

COURBES QUI FIGURENT LA SOMME DES PUISSANCES 
DES NOMBRES ENTIERS. 

98. Considérons les trois fonctions suivantes: 

C) î/ = ^^^ 

_ x{a!+i){2x + i) 

w y 6 

Si Ton désigne par a? le dernier de la suite des nom- 
bres entiers 12 3 4 a?, on démontre que la fonc- 
tion (*) est égale à la somme de ces nombres, que la 
fonction (*) représente la somme de leurs carrés, et la 
fonction (^) celle de leurs cubes. 

Par exemple, si suroo?, on prend à partir de l'ori- 
gine des longueurs multiples de Tunité, et qui repré- 
sentent les nombres 1234 ;sià l'extrémité 

de chaque longueur on élève une perpendiculaire égale 
à la somme des nombres dont cette abscisse est le der- 
nier, l'extrémité de la perpendiculaire sera sur une 
parabole, dont on connaîtra ainsi différents points. 

99. On peut d'ailleurs construire les courbes expri- 
mées par les trois équations en supposant que x eiy 
varient d'une manière continue, et ne soient pas né- 
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cessairement des nombres entiers ; les courbes ont 
alors une signification plus générale. 

Soit d'abord la fonction (*) 

^ 2 

Pour a? = 0, y = 0. La 

courbe passe à Torigine. 

Pour aî= — 1 = — oA, 

^y = 0. 

La courbe passe en A. 

1 1 

Pour x = — j=:—OC,y = — ^ = — Ch 

ce qui donne le sommet B. 

Pour û?=lz=:On, y=l = DE. 
Pour û? zz 2 = F, y = 3 = P' G. 
Pour X = it <=«, y = + <=«. 

L'arc E G . . . . appartient seul à la question de la 
somme des nombres ; il faut faire une autre restriction : 
pour qu'une ordonnée représente une somme d'abscis- 
ses, il faut que ces abscisses soient des nombres en- 
tiers. 

100. Considérons en second lieu la fonction (') qui 
est le carré de la première. 

y est encore nul pour x = o, et 
pour a? = — 1 == — A, ce qui 
donne les points et A qui cor- 
respondent à des minimums. 
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1 1 

Pour x = — 5" , on a le maximum -rr- ; car l'ordon- 
née qui était négative dans Téquation (*), devient ici 
positive à cause du carré. La courbe ne peut descendre 
au-dessous de Taxe des x pour la même raison ; elle 
lui est tangente en et en Â. 

Pour a?=l=:OD, y=l=:DE 
Pour a5 = 2 = OF, 3/=9 = FG 
Pour a? = ± oc, t/ = + oc. 

L'arc E G. . . appartient à la question de la somme 
des cubes, par ses coordonnées entières. 

L'équation de cette courbe est de la même espèce 

que réquation bicarrée étudiée au n"^ 62. Il est aisé de 

le démontrer en déplaçant Taxe des abscisses. Soit 

G D = a/, la nouvelle origine étant en G. 

1 1 

On aura a?' = û? + -^ ou a? = â/ — -^ ; d'où 

^^ 4 ~4 8 "^64" 4 

L'équation est bicarrée. Ici les racines sont égales 
deux à deux, et la courbe est tangente à l'axe des abs- 
cisses en A et en 0. 

101. Soit enfin l'équation (•) 

_ œ{x + ]){2x+\) 

Elle représente la somme des carrés des nombres 
entiers. Archimède a trouvé la règle exprimée par celte 
équation en cherchant la quadrature de sa spirale. On 
peut employer la même formule pour calculer les piles 
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de boulets, le volume de la pyramide ou du cône, pour 

carrer la parabole, etc. 

Pour x = Oj y =0 

Pour X = — 1 = — OA, y = o 

Pour X = — -ô- = — OB, y = o 

Pour a? = -j-oc,y = + «= 

Pour x-=z — cx^y =z — oc. 

Par la méthode de Fermât, on trouve 

1 

réquation a:* + a? + -^ = o. 

Les racines sont les abscisses des points maximum 
et minimum. 



PourûT' =z 



■3— t/3 
6 



=: — P', on a le maximum. 



Pouraf 



_3+/3 ^_^ 



6 



P", on a le minimum. 



102. Il peut paraître intéressant de trouver ici la dé- 
monstration des formules qui donnent la somme des 
carrés et des cubes des nombres entiers. 

Cette question va être traitée de trois manières diffé- 
rentes. 

Méthode des nombres impairs : 

On peut écrire : 

!•= 1 

2« = 1 + 3 

3* = 1 + 3 + 5 



n^^ 1 + 3 + 5 + ^2n—\. 

On sait que la somme des n premiers nombres im- 
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pairs est égale au carré de leur nombre n. Ce principe 
est appliqué dans chaque ligne horizontale. Désignons 
par /) la somme des» premiers nombres entiers, et 
par /î la somme de leurs carrés. Si dans le tableau on 
ajoute les termes par colonnes verticales, on aura suc- 
cessivement. 

/ j = 1 X w -f 3 (« — 1) 4- 5 (m— 2)- . . 
+ (2»-l)[«-(.'t-l)] 

•'*~i _[3xl+bx2-f 7x3H (2m-1)(«-1)] 

•''^i-|(2+l)l+(4+t)2-|-(6+1)3+....(2«— 2+l)(«-l)l 

-ifi-n) 

— 2[l«-f 2« + 3* +... + (n — \y] 

3 /2 = «.««4-n4-27î«-'^i^^ii^ 

o i- / 4 I o I ;i\ n(n-\-\) 
3 /2 = «(«« + 2«+ 1) ^ — '- 

_ n(n-{-\)i2n-\-\) 
fi- 6 

103. En considérant les nombres impairs on arrive 
de même à la somme des cubes des nombres entiers. 
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1 


1 


1 


2 


3 + 5 


2» 


3 


74-9 + 11 


3» 


4 

• 


13 + 15 + 17 + 19 


4» 

1? 



Dans ce tableau, on a disposé les n nombres impairs 
par groupes horizontaux renfermant respectivement 
un nombre de termes marqué par 1, 2, 3, p \ 

on aura ^=l+2 + 3H hi?= ViV + ^) 

Soit / la somme des termes contenus dans la der- 
nière ligne horizontale. 
On aura 

et d'après la valeur de n : 

Voilà Texpression générale de la somme des termes 
de chaque ligne horizontale. Or la somme des nom- 
bres impairs est n^. 

On aura donc 

7^« = 1 + 23 + 3« -j / 

|-£i^J^,3^.2^^33+ f 

On a donc enfin Jz = (/i)*. 

104. Méthode des coefficients indéterminés. 

Cette méthode» entrevue par Viète (n** 44), a été 
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surtout développée par Descartes. Voici en quoi elle 
consiste souvent. On établit d'abord la forme de la 
fonction inconnue, présentant dans ses termes des coef- 
ficients encore indéterminés ; puis on cherche deux 
expressions différentes d'un même état de la fonction ; 
si on les identifie en égalant deux à deux les multipli- 
cateurs des mêmes puissances de la variable, on ob- 
tient les équations qui déterminent les valeurs pai^ti- 
culières des divers coefficients. 

105. Lorsqu'une fonction est du troisième degré, 
elle contient un terme Aaf.Siœ augmente d'une unité, 
l'accroissement de a^ est {x + iy — a^j c'est-à-dire, 
3 a?' -f- 3 a? -1- 1 ; cet accroissement est donc du second 
degré. 

On peut écrire 

(a? -f 1)« — a?« = 2 â? -I- 1 

{x + iy — af'^Sx^ + ^œ + X 

{x+ \y — x' = kaf' + 0x^ + kx + \. 

Le degré de l'accroissement d'un terme est inférieur 
d'une unité au degré de ce terme ; et il en sera de 
même d'une fonction composée de plusieurs termes al- 
gébriques. Le degré de cette fonction surpasse d'une 
unité le degré de son accroissement. 

106. La fonction de x qui donne la somme des carrés 
doit être du troisième degré, car son accroissement, 
lorsque le nombre entier augmente d'une unité, est 
(x -f 1)', c'est-à-dire du second degré. Elle sera de la 
forme 

kaf' + Bx^ + Cx. 
Les coefficients indéterminés sont A, B et C. 
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La fonction n'aura pas de terme constant, car pour 
œ = Oy elle doit être nulle. Il faut exprimer que si on 
lui ajoute (œ + !)•, on aura l'état de la fonction lors- 
que la série des nombres est terminée par oa-^-X. On 
aura Tidendité 

En effectuant les calculs et les réductions, on obtient 
ûji 4- 2 a?-f 1 = 3 A a?*+ (3 A-f 2 B)a? + A + B-fC. 
On identifie les. deux membres de l'égalité en posant 
3 A = 1 
3 A + 2 B = 2 
A+ B + G = 1 
ce qui donne 

1 1 1 

A =^ , B =-^ ' G = -g- 

et par suite 

•^«=T + T + T = f (2^* + ^^ + ^) 

107. La fonction qui exprime la somme des cubes 
ayant pour accroissement (x+ \y qui est du troisième 
degré, doit être du quatrième. Elle sera de la forme 
Aâ?*+Ba?«-f Ca?* + Da?. 

Elle n'aura pas non plus de terme constant ou indé- 
pendant de a?, qui l'empêcherait d'être nulle poura? = o. 
On aura 

Xx^ + Bœ' + Cx^+Dx+ix+iy 

= A{x + iy + B{x + ly + c{x + ly + ï){x + 1) 
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Si Ton effectue les calculs indiqués, puis les réduc- 
tions, on obtient 

I 4Aa!» + (3B + 6A)a^ 
iif + 3a;* + 3x + \= +(2G + 3B + 4 A)a; 
( +A+B+C+D 

En identifiant les termes de même degré, on a pour 
déterminer les coefficients les quatre équations. 

1 =4 A 

3 = 3B4-6A 

3 = 2C + 3B4-4A 

1 = A+B + C + I) 

Elles donnent 







D= 


On a donc 






/• 


ar' 


. 2x> 



4 = (J i) • 

108. Nous ne rappellerons pas la méthode des traités 
d'algèbre. Mais voici un théorème qui permet de véri- 
fier par la synthèse les formules précédentes, et même 
de les trouver par l'analyse. 

Supposons qu'une fonction F {n) soit telle que la dif- 
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férence F (n) — F (^ — 1) soit égale à une autre fonc- 
tion / {n)y et que de plus F (o) soit nul, ce qui aura 
lieu si la fonction est multiple de ^ ; on aura 

F («) = /•(!) +/-{2) + /-(S) +....+/• W. 

C'est-à-dire, la fonction F (n) sera la somme des n 
quantités qu'on obtient en introduisant successivement 
les nombres entiers depuis 1 jusqu'à n, dans la seconde 
fonction /*(^). 

En effet, par hypothèse, on a 

F {n)—F{n — i)=f{n) 
On peut donc écrire : 

F(l)-F(o) = /'(l) 
F(2)-F(i) = /"(2) 
F(3)-F(2) = /"(3) 



Si on ajoute ces égalités membre à membre, en ef- 
fectuant les réductions évidentes, on obtient 

F(^)-F(o)=/(l)+/(2) + /-(3)+ +r{n) 

Or par hypothèse, F (o) = o. 
Il suffit d'effacer ce terme pour achever la démons- 
tration du théorème. 
On a donc enfin 

F(«) = 2?/(n) 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Venons aux applications. 

109. Commençons par la vérification des formules. 
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l-Soit F(n)=li^. 

^ 2 — 2^^"^ T (^i + l — ^ + 1) = ^ 

Donc 

2'» Soit F {n) = «« 

n« — (n — 1)« = 2n — 1 = /"(n). 

Donc w« = 1 + 3 + 5+ +2»^ — i. 

La somme des n premiers nombres impairs est donc 
égale au carré de n. 



'^"" * v; — 5 




~3 


T-2-Î-6 


On aura successivement : 








F(«)— F(« — 1) 

n* ^ n* ^ n {n — 1)' 




(n — \)* 
2 

1 


n— 1 


- 3 1 2 ' 6 3 
3n« — 3« + l , "in — 

- 3 '2 

... . 1 , . 1 


1 


6 



= ^'-'^+T + ^-T+ t» 



On a donc : 



g i« + 22 + 3« + . ..+»»»=/, 

4- Soit F(«)='iii^±ll! 

F (n) - F (n — 1) = .^ 7 = n* 
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On a donc : 

th+Jl'^V + 2^ + y + ...j^n^ 

ou (/i)«=/3. 

110. Supposons maintenant qu'on cherche les for- 
nQules sans les connaître, ou sans se les rappeler. 

Soit F (n) = 71". 

On développera la différence n"" — (n — 1)"* dans 
chaque cas particulier où m prendra successivement les 
valeurs 2, 3, 4, etc. ; ce qui fera connaître la fonc- 
tion f{n). 

1» Soit m = 2, ou F (n) = n\ 

On a n^— (n—\y =2 71^-1 
donc n* est la somme des n premiers nombres impairs. 

2"" Le résultat peut encore s'interpréter autrement. 

On a ici F (n) = n^, el f{n) = 2 n— l. 

On aura donc : 

n^= 1x2 — 1 

+2x2-1 
+3x2—1 

+4x2-1 



+^X2— 1 
On a donc 

n^ = 2 f^ — n 
d'où 2 J 1 = n {n + \) 

et par siute f\ = ^ — ^ • 
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3" Soit F {n) = n*. 

»i» — (n — 1)» = 3 n* — 3 n + 1 
On a donc 

n^= 3xl»_3x4_)_l 
+ 3x2*— 3x2 -1-1 " 
+ 3x3»— 3x3 + 1 

+ 

+ 3x»'— 3x»+l 

et par suite 

»' = 3/2 — 3/,+» 

Zfi = n^ — n-\ ^2 ^ = -j(2n»H-3n + l) 

r *ï /o « I o I \ *\ n (n 4- i) (2 n 4- \) 
/î=^(2»« + 2« + w4-l)= > ^ ^Q^ -ï— ^ 

4" Soit F («) = n*. 

n* — {n — i)* = kn^ — &n* + iin — l=f{n). 
En appliquant le théorème et en ajoutant les n va- 
leurs de la fonction /' (n), on obtient : 

w* = 4/3 — 6/2 + 4/1— ?i 
et par suite 
4 /3 = n* + M (% + 1) (2 »î + 1) — 2 % (» + 1) + *i 

d'où 

. _ »^« (n + 1)« _ , -. X , 
7 3 = 2; — iJ 1)' • 

m. La lecture de ce qui précède sera une bonne pré- 
paration à l'élude de la géométrie analytique et de la 
deuxième partie de l'algèbre, dont la connaissance est 
exigée des candidats à l'Ecole polytechnique ou à l'E- 
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cole normale supérieure et nécessaire aux auditeurs des 
facultés des sciences. Lorsque Descartes, en 1637, jeta 
sur le papier les principes de sa nouvelle géométrie, 
il ne songea guère à la rendre claire et accessible pour 
ses contemporains. « Les inventeurs, a dit Dalembert, 
ne dédaignent pas robscurité. » Descartes en fait lui- 
même Taveu, non sans témérité, lorsqu'il termine la 
rapide exposition de ses découvertes par ces Hères pa- 
roles : « J'espère que nos neveux me sauront gré, non 
seulement des choses que j'ai ici expliimées, mais aussi 
de celles que j'ai omises volontairement, afin de leur 
laisser le plaisir de les inventer. » 



FIN. 
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